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ABSTRACT 
The finite element method is employed in the pre-
diction of the dynamic transient response of structures systems 
exhibiting material non-linearity. The central difference explicit 
time marching schem~ is adopted for integration ·tif' the dynamic 
equilibrium equation and a diagonal lumped mass matrix Ts employed 
with a special procedure applicable to variable nodal points qu~ 
drilateral isoparametric elements. The effects of soil-structu-
re interaction are considered anda special fluid. · element is 




O Método dos Elementos Finitos é utilizado na ob-
tenção da resposta dinâmica elasto-plâstica de sistemas estrutu-
rais solicitados por transientes de curta duração. O método in-
cremental explícito de diferença central é adotado na integração 
da equação de equilíbrio dinâmico, empregando-se uma: matriz de 
massa diagonal agrupada, especializada para elementos quadrilâte 
rbs isoparamétricos com nümero variado de pontos nodais. Os efe! 
tos da interação solo-estrutura são considerados, implementando-
se também um elemento especial de fluido. Diversos problemas são 
apresentados e conclusões discutidas. 
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I - INTRODUÇÃO 
O uso do Método dos Elementos Finitos na solução 
de problemas estruturais não-lineares é agora bem estabelecido. 
Em particular o comportamento não-linear físico dos materiais e 
os efeitos provenientes de grandes deslocamentos têm recebido es 
pecial atenção. Outras fontes de não-linearidade,principalmente 
as relacionadas às interações estruturais.têm sido também exten-
sivamente estudadas. Nesta área, geralmente, as pesquisas davam 
maior enfoque ã análise estática, porém recentemente estas mes-
mas não-linearidades têm sido investigadas quando a natureza do 
carregamento é dinâmica. Considerações práticas sao de grande 
importância na análise dinâmica de estruturas no que diz respei-
to ã escolha do método de solução a ser utilizado, bem. como na 
avaliação dos resultados obtidos. 
Normalmente, grandes estruturas rompem quando SUQ 
metidas a solicitações dinâmicas súbitas, excepcionalmente elev~ 
das e de curta duração. Estas podem englobar cargas de impacto, 
explosões, grandes terremotos, etc. Embora a definição exata des 
ses carregamentos possa, algumas vezes, não ser disponível,é res 
ponsabilidade do analista estrutural garantir a infalibilidade 
das obras a estas solicitações, principalmente aquelas cuja rot~ 
ra compromete a segurança pública. Dentro desta especificação, 
pode-se ressaltar a segurança dos vasos de pressão de reatores nu 
cleares, barragens, vasos de contenção química, tubulações de a! 
ta pressão, etc. 
A grande importância na escolha do método de solu 
çao fica ainda mais evidenciada ao se conceber que muitas das so 
licitações mencionadas anteriormente podem ocorrer em intervalos 
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de tempo da ordem de micro-segundos e que neste pequeno interva-
lo, devido ao valor elevado das cargas, há de se esperar o esco~ 
mento plástico dos materiais e a geração de grandes ~dêslocamen-
tos. 
Em análise dinâmica não~linear os métodos de inte 
graçao direta no tempo são os mais empregados. Estes se subdivi 
dem em: implícitos e explícitos. 
A eficiência computacional do,s métodos implícitos 
é atribuída, em parte, à utilização de maiores intervalos de in-
tegração no tempo, pois são incondicionalmente estáveis. Nesses 
métodos o maior esforço computacional, em análise não-linear, re 
side na atualização da matriz de rigidez global da estrutura, na 
solução do sistema de equações e iterações de equilíbrio nódal. 
Os métodos explícitos sao condicionalmente está-
veis. Em particular, para o. algoritmo de · integração explícita 
de diferença central, a eficiência computacional e comprometida 
pela exigência de intervalos de.integração no tempo, algumas ve-
zes, bem inferiores aos utilizados pelos implícitos. Seu desem-
penho é beneficiado principalmente por não necessitar da matriz 
de rigidez global da estrutura, o que elimina os processos de g~ 
ração, atualização e solução do sistema de equações, bem como não 
utiliza a cada passo da integração processos iterativos para o 
estabelecimento do equilíbrio (cap. II, ref. [2 .8]). O método de 
integração explícita de diferença central para a análise não-li-
near é fortemente recomendado no cálculo de até· apr:oicimadamente 
dois períodos fundamentais da resposta dinâmica, 
ref.[2.11]). 
(Zienkiewicz, 
O objetivo do presente estudo é a análise dinâmi-
ca estrutural pelo Método dos Elementos Finitos em transientes 
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de curta duração, associados aos modelos estruturais anteriormen 
te citados. Por este motivo, optou-se pelo algori~mo de integr~ 
ção explícita de diferença central. Em tais análises, o esforço 
computacional adicional deste algorítmo em relação aos ·implíci-
tos, devido à utilização de pequenos intervalos de tempo, e sa-
tisfatoriamente compensado pelo tempo de computação ganho na nao 
realização das operações matriciais já mencionadas. O algoríimo 
de diferença central mostrou-se também mais eficiente em proble-
mas de soli.citac:ões dinâmicas transitórias, pois nestes casos a 
integração passo-a-passo dever ser feita com pequenos intervalos 
de tempo, de modo que todos os graus de liberdade sejam excita-
dos durante a aplicação da carga. 
Na integração da resposta dinâmica incorpora-se o 
comportamento nao linear físico dos materiais, implementando-se 
dois modelos elasto-plásticos. O primeiro associado ao critério 
de von Mises ; o segundo tendo como base .o,=tfitério de Mohr-
Coulomb Modificado, no qual, a não existência de pontos· singul~ 
res implica na maior efetividade da formulação elasto-plástica e 
maior eficiência computacional. 
Em paralelo ao estudo da não-lineafidade física 
dos materiais, analisa-se também o comportamento hidrodinâmico de 
fluidos não-viscosos e os problemas relacionados com as desconti 
nuidades de contorno cinemático, para os quais el borou-se um ele 
mente de interface apropriado ao algorítmo utilizado. 
Com os requisitos anteriores, o programa desenvol 
vide (em linguagem FORTRAN), permite a obtenção de respostas di-
nâmicas de estruturas de materiais elásticos e elasto-plásticos, 
incluindo os efeitos da interação solo-fluido-estrutura. 
Diversas aplicações ilustram a eficiência comput~ 
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cional e precisio conseguidas pelo algoritma de diferença cen-
tral, verificando-se o desempenho dos modelos elasto-plâsticos e 
os efeitos da interaçio estrutural. 
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II - FORMULAÇÃO E SOLUÇÃO PELO M~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
No presente estudo o Método dos Elementos Fini-
tos e utilizado para discretização do contínuo. As equações di-
ferenciais de equilíbrio dinâmico são obtidas pelo princípio dos 
trabalhos virtuais e integradas no tempo pelo algoritmo de inte-
gração explicita de diferença central. Este algoritmo é utiliz~ 
do no cálculo da resposta dinâmica elástica e elasto-plâstica de 
três categorias de s.istemas estruturais: 
- Estado Plano de Tensões 
- Estado Plano de Deformações 
- S6lidos Axissimétricos 
2.1 - DISCRETIZAÇÃO DO CONT:ÍNUO 
O processo de discretização é efetuado por inter-
médio de elementos finitos isoparamétricos (com número variado 
de pontos nodais), elementos de treliça e elementos de interface 
O desenvolvimento matemático apresentado neste Ca 
pítulo está voltado diretamente à análise por elementos finitos 
isoparamétricos, pois os elementos de treliça e interface podem 
ser introduzidos como casos particulares (Capítulo V). 
6 
A partir das características e funções de interp~ 
lação do elemento base, Tabela 2.1, pode-se obter o campo de de~ 
locamentos, velocidades e acelerações relativas ao domínio de c~ 
da elemento. Estas grandezas são obtidas dos respectivos ··vàlo-
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elemento isoporamétrico 1bi.dimensional com 
número variado de ,pontos: nodais ( 4 - 8) 
INCLUIR SOMENTE SE O Nô IS DEFINIDO 
I = 5 I = 6 I 
(1 s) (1 n) 1 NS + + 2 
(1 o (1 + n) 1 2 NS 1 2 N6 
(1 o (1 n) 1 2 N6 
(1 + o (1 n) 
c1-1; 2)··c1 n) 
(1 - n2) (1 o 
(1 - 1;2) (1 T)) 
(1 - n2) (1 + i;) 
TABELA 2 .1 
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( 2. 3) 
- vetor de deslocamentos no domínio do elemento 
- vetor de velocidades no domínio do elemento 
. -· ·-· •• 1,. -
- vetor de acelerações no domínio do elemento 
- matriz de funções de interpolação do elemento 
- Vetor dos deslocamentos, velocidades e acelera 
ções nodais referidas ao sistema global, (jã 
que se utiliza de elementos isoparamétricos). 
Com base nas definições anteriores e na discreti-
zaçao utilizada, o campo de deformações é fornecido por: 
E 1 o o o u~x Estado Plano de Tensões X 
u· 
. '.y 
E = E = o o o 1 - y ~,x 
Yxy o 1 1 o 
V, 
.. y Estado Plano de Defonnações 
A 
( 2. 4) 
-
9 
E 1 o o o o U_,r r 
Ez o o o 1 o u_, z 
E ; ; (sólidos Axissimétricos) 
,:,:: . 
Yrz o 1 1 o o v,r 
E8 o o o o 1 R V' z 
A u . 
( 2. 5) 
Como se faz uso de elementos isoparamétricos, as 
derivadas dos deslocamentos em relação ao sistema cartesiano sao 
fornecidas em função das derivadas destes deslocamentos em rela-
ção ao sistema (s , n), Tabela 2.1: 
ESTAD0_PLAN0_DE_TENS0ES_E_DEFORMAÇ0ES · 
u, s X,s Y,s o o U,X 
u,n X, Y,n o o u,y -+ ª's.n 
; ,! . ª'x,y + 
; n 
o o x,s Y,s ':!,x,y 
-1 
d,s v,s v,x + ; J . - ,n 
v,n o o X, Y,n v,y n 
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o N o N ... o N l,n 2,n 8,n 
DN ( 2. 7) 
u,n R,n 
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SÕLIDOS AXISSIMfTRICOS ----------------------
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(2.9) 
Em ambos os casos as coordenadas e as respectivas 



















Com as equaçoes (2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8,.2.9,2.10 
e 2.11), o campo de deformações para as três categorias de sist~ 
mas estruturais e. gerado pelo seguinte produto matricial: 
E = A 
-1 
J DN U = B u (2.12) 
Com as definições anteriores pode~se aplicar o 
princípio dos trabalhos virtuais associado ao princípio de D' 
Alembert para se obter as equaçoes diferenciais de equilíbrio 
dinimico do modelo discreto. 
2.2 - PRINCÍPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS 
As equações de equilíbrio estático de um meio con 
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tínuo podem ser fornecidas pelo princípio dos trabalhos virtuais , 
o qual estabelece sobre o domínio do modelo discreto a seguinte 
equaçao: 
onde 
a dV; J 
V 
odr • :fv dv + J 
s 
~V · - ·.forças de volume 
:fs - forças de superfície 
fs dS + E oU. F. 




oUi, Fi - deslocamento nodal virtual e força concentrada 
nodal respectivamente 
n 
- deslocamentos virtuais particularizados ao .con-
torno. 
- numero de elementos 
Pelo princípio de D'Alernbert esta equação pode ser 
estendida~ anilise .dirii~ica, considerando-se as forças de inir 
eia corno forças de volume adicionais ·(réf: [2: 7]). 




Do mesmo modo, pode-se incluir as forças dissipa-
tivas (ref. [2.7]) 
onde 
t t. 
~d ; - k • d (2.15) 
p - massa específica do elemento 
tk - parirnetro de amortecimento viscoso do material do ele 
menta. 
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Com as definições (2.14) e (2.15), tem-se a exten 




J o_E T t o 
V 
J o_d T . p . 
V 
dV = J odT tf I odT tf dV + dS --V - s -S 
V s 
t·· dV - I odT tk t • dV + ,: oU. tF. d . . d 1 1 1 
V 






,: o U. F. - oUT 
1 1 
t!F (vetor de forças nodais do elemento) 
1 













tN tii dV. ~ 
tt:? • ~V dV + J <o_UT 
s 
I óUT ,;tNT tk tN 
V 
!ü dV + 
(2.17) 
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No presente estudo, apenas a não-linearidade físi 
ca e considerada. Por este motivo, os arranjos tBT e tNT sao 
'" 
constantes ao longo do tempo, permitindo escrever: 
n 
ôUT I BT t I NT t" E ()' dV + . p . N dV . u + e=l V V 
I NT tk t, I NT tf dV + • N dV u - --V 
V V 
I NT tf dS - tlF = o (2.18) -S -S 
s e 
onde 
I BT ta dV = tlR --re forças nodais internas do elemento 
V 
I T N .. p N.dV - matriz de massa do elemento 
V 
I NT . tk . N dV = te matriz de amortecimento 
V 
I NT tf dV + I NT tf dS + tlF = tlR Vetor de forças nodai,3 -V -S -s externas do elemento. V s 
O sistema de equaçoes diferenciais de equilíbrio 
dinâmico e então dado por: 
n 





t·· u + te t~ + tlR -re 
tlR (2.20) 
O somatório em (2.19) representa a contribuição 
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de cada elemento na formação do sistema global de equaçoes dife-
renciais de equilíbrio dinâmico (refs. [2.3, 2.4, 2.6 e 2.7]) 
2 . 3 - INTEGRAÇÃO NUMl:RlCA 
Corno se utiliza de elementos isopararnétricos, as 
integrais de volume e superfície necessárias à obtenção das ma-
trizes que compõem as equaçoes diferenciais de equilíbrio dinârni 
co 1 são feitas pela integração numérica de Gauss Legendre (refs. 
[2.3, 2.4 e 2.7]). 
Sendo (. , n- as coordenadas dos pontos de int~ 
l J 
graçao, w. e w. 
l J 
os pesos associados, as integrais anteriores 







to• K, det J • d( dn 
BT ((.,n.) •to((. , n-) • K ((. , ri-) • 
l J l J l J 
det J((. , n.)} 




















• p • N dV; J NT • p • 
-1 
N • K • det J • ds dn 
w. 
J 
NT Cs-,n-) • p. N Cs- , n.) • K (ç. , n.) • 
l J l J l J 
tf dV + f NT tf as+ tlF ; -V -s -5 
s 
NT tf . K . det J . dç . dn + -V 
tf . K . dt . dcj> + tlF ; 
-S 
l: w. w. NT (s. , n.) • tfV (s. , n - ) • K (s - , n.) • 
l J- l J - l J l J ij 
e 
• det J e s. , n.) 
l J 
+ l: {w. • NTS (cj>.} • tf .(cj>.) • K (cj>.) • 
l - l . -s l l 
l 




K - e uma variável que assumirá três valoris, dependen-
do do tipo estrutural a ser analisado: 
K; 1 Estado plano de deformações. 
K; t (espessura) - Estado plano de tensões. 
K ; R (raio do ponto de integração) - sólidos axis 
simétricos. 
• - ~-Coordenada natural·do contorno·do elemento. 
d2 - Comprimento diferencial do contorno. 
A regra de integração a ser utilizada depende do 
numero de pontos nodais, da distorção do elemento e do problema .. em 
estudo. Sugestões quanto à regra a ser utilizada podem ser en-
contradas nas refs. ( 2.3, 2.4, 2.7 e 2.14] 
2.4 - AMORTECIMENTO ESTRUTURAL 
No ítem 2.2 o amortecimento estrutural é introdu-
zido na equação do princípio dos trabalhos virtuais como forças 
de volume adcionais, sendo estas forças dissipativas. A relação 
entre as forças dissipativas e as velocidades foi introcluzida 
na equação (2.15) com a utilização de um parâmetro t k ' o qual 
traduz o amortecimento do material, podendo ser o mesmo variável 
com o tempo, sendo por isto referenciado num dado tempo t . 
Na prática é difícil, se nao impossível, determi-
nar para um sistema estrutural os parâmetros de amortecimento,em 
particular, porque estas propriedades são funções da frequência 
de vibração. Por este motivo, a matriz de amortecimento global 
não é fornecida pelo acoplamento das diversas matrizes dos ele-
mentos, como em (2.20), mas como uma combinação linear da matriz 
de rigidez e matriz de massa globais (tipo Rayleigh) (refs. [2.3], 
[2.7]). Devido 'as características do algor'itmo a matriz de rigi-
dez não é gerada, portanto a matriz de amortecimento é considera 
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' da proporcional a matriz de massa; 
C = a M (2.21) 
2 • 5 - DIAGONALTZAÇAO DA MATRIZ DE MASSA 
Como mencionado nas refs. [2.8, 2.10, 2.11 e 2.12] 
as matrizes de massa agrupadas e diagonais são preferíveis as ma 
trizes de massa consistentes em métodos de integração explícitos, 
sob o ponto de vista de precisão e eficiência computacional. 
Para o elemento isoparamétrico quadrático adota-
se a alternativa proposta por Hinton &ef. [2.13]). Corresponde 
ao agrupamento de massa, proporcional aos coeficientes da diago-
nal principal da matriz de massa consistente. 
Inicialmente calcula-se os termos da diagonal pri~ 
cipal da matriz de massa consistente do elemento, ou seja: 
M2i-l = I N. . p • N . dV l l 
V (2.22) 
M2i I N. . p . N. dV l l 
V 
l = 1 ' 2 ' 3' 4' 5' 6 ' 7 ' 8 
Os coeficientes da diagonal principal da matriz 









= M2 i • =E-M;..;..._
2
-i 
m2i-l e m2i - sao os elementos da matriz de massa diagona-
lizada 
M = J p dV 
V 
massa do elemento 
2. 6 - ALGORITMO DE INTEGRAÇÃO NO TEMPO 
A integração no tempo do sistema de equaçoes dife 
renciais de equilíbrio dinâmico é efetuada pelo algoritmo de in-
tegração explícita de diferença central, cujo desenvolvimento teó 
rico é apresentado a seguir. 
O sistema global de equaçoes diferenciais de equl 
líbrio dinâmico é dado por: 
ml 
m2 o ·, 
o m2N~l 
m2N 
t·· t. t MU+CU+IR ·-re 









u1 el ·, Rl . 
u1 Re2 Rz. 
= 
. U2N- Re2N-l . RZN-1 




N - e o numero de pontos nodais do sistema estrutural. 
Desenvolvendo-se U = U(t) em série de Taylor, 
em •;torno. de úrn tempo genérico t tem-se: 
t+titu tu+ t· 1 tu·· • •t• u · l:it + 2 ,., (2.26) 
(2.27) 
Subtraindo-se (2.27) de (2.26): 
t-1:it~) (2.28) 
Sornando-se (2.27) a (2.26): 
(2.29) 
Substituindo-se (2.28) e (2.29) em (2.24) e torna~ 
do-se partido do fato do sistema ser desacoplado, pode-se escre-
ver a equaçao incremental no tempo para cada grau de liberdade: 
(2.30) 
Estabelecida a equaçao incremental para um t g~ 
nérico e necessário determinar a equação particular em t = O , 
para dar início~ integração passo-à-passo. 
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A equaçao (2.30) em t = O se escreve por: 
1 
[li t 








lit l l l l . l 
m. + c. 
l l T 




Substit~indo-se (2.32) em (2.28) ~ considerando-
se velocidades iniciais, chega-se a: 
ºÚ. • 2 • lit (m. - c. \t) + lit 2 (- 0 Re. + ºR.) + 2 m. °u. 
li1J. = . l l l l l l l 
1 m. 
l 
Frequentemente o• U = O , então 






Sendo ºu. deslocâmentos presérÍtos. 
l 




A equaçao (2.34) tamb~m pode ser obtida,anulando-
se em (2.24) o• u 
o·· u. 
l 




Substituindo-se (2.35) na equaçao (2.29) resulta 
a mesma equação em (2.34): 






l, t 2 
ctitu. + titu. - 2 ºu.) + 
l l l 




+ .2. m. ºu. 
l l 
A condição 
quando 0 ü = O • 
-lit u. 
l 
decorre da equação (2.28) 
2.7 - ESTABILIDADE DO ALGORITMO DE INTEGRAÇÃO 
Como já mencionado, o algoritmo de integração ex-
plÍcita de diferença central é condicionalmente estável. B bem 
conhecido que o intervalo de tempo a ser usado corresponde a uma 
fração do menor período natural da estrutura. Uma estimativa des 
te intervalo é obtida a partir dos auto-valores e é relacionada 
ao menor tempo necessário para que ondas se propaguem através do 
elemento. 
Quando um meio contínuo é submetido a uma solici-
tação dinâmica, é gerado em seu domínio um campo de deformações, 
onde cada componente está associada a um tipo particular de ond~ 
A medida da velocidade de propagação dessas ondas (Fig. 2.1) e 
utilizada na análise do intervalo crítico. Para o presente estu 
do pode-se destacar dois tipos: 





m + v) 
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Ondas dilatacionais· (velocidade CD= ["f;) 
D E (1 - v) (1 + v) (1 - 2 v) 
Y. 
" 
li ! ' 
, % 
; / . 1 






p - massa específica 
E - módulo de Young 
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v - coeficiente de Poisson 
De posse destas velocidades, escolhe-se a maior, 
que fornecerá o menor tempo de propagaçao e por conseguinte o in 
tervalo crítico de integração (ref. [2.11]). 
Sendo CD> CS, o intervalo crítico a ser usado 
em respostas dinâmicas elásticas é fornecido por: 
onde· 
= y' l'IL = 
CD 
y' l'IL . / P (1 + v) (1 - 2 v) 
~ E (1 - v) 
y' - e um parâmetro menor do que 1 e 
(2.38) 
l'IL - e a menor distância entre dois pontos nodais adjace~ 
tes. 
Na ref. ( 2 .1 S] o valor do parâmetro y' e sugeri. 
do variar de 0,9 a 1 para elementos lineares e de 0,2 a 0,6 p~ 
ra elementos quadráticos. Considerações semelhantes podem ser e~ 
contradas na ref. [2.11] e outros. Na ref. [2.7], o intervalo 
crítico é também analisado, porém utilizando um desenvolvimento 
matemático mais elaborado. 
A estabilidade numer1ca de respostas dinâmicas ela_;, 
to-plásticas e um problema mui to mais complexo, pois a propaga-
ção de ondas em meios elasto-plásticos, além de depender do mat~ 
rial, é também função do critério de plasticidade e outras cara~ 
terísticas intrínsecas ao modelo utilizado. Por este motivo, na 
literatura,poucos comentários são feitos a este respeito, porem 
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nas refs. [2.15 e 2.11] e no presente estudo, o intervalo críti-
co fornecido pela expressio (2~38) mostrou-se ·satisfat6tio em 
análises de transientes curtos. 
E importante observar que frequentemente a inst~ 
bilidade numérica de métodos explícitos na análise de materiais 
elásticos é facilmente detectada pelo rápido crescimento dos des 
locamentos e velocidades, porém em materiais elasto-plásticos.tal 
ocorrência pode ser mascarada. A energia gerada por uma instab! 
lidade pode ser rapidamente dissipada quando os materiais se pla~ 
tificam. {ref. [2.8]). Tal fato pode conduzir a um campo de deslo-
camentos com alto percentual de erro, sem ser detectado pelo usui 
rio. Para evitar tal problema,pode-se garantir a estabilidade do 
método verificando-se o balanço de energia envolvido no movime~ 
to vibrat6rio do sistema estrutural, (ref. [2. 8]). Tal verifica 
çio no presente·estudo. nio foi incluída, pois compromete a efi-
ciência computacional, fugindo aos objetivos iniciais do traba-
lho. Preferiu-se, portanto, utilizar como intervalos de integr~ 
çio valores abaixo do crítico obtido pela expressio (2.38). 
2.8 - FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO DO PROCEDIMENTO DE CÃLCULO DO ALGO 
RITMO DE INTEGRAÇÃO EXPLICITA DE DIFERENÇA CENTRAL 
A eficiência computacional do algoritmo de ·inte-
graçao explícita de diferença central, adaptado i análise nio-li 
near, reside principalmente nas seguintes características: 
a) A matriz de rigidez global da estrutura nio é gerada, 
nem triangularizada 
b) A numeraçio dos pontos nodais nao precisa obedecer a 
nenhum critério, pois nio há necessidade do conheci-
mento dos parimetros associados~ soluçio do .·~istema 
de equações. 
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c) Os arranjos globais são vetores somente, o que i~pli-
ca em economia de area de memória 
d) Em particular, como nao se analisa a não-linearidade 
geométrica, pode-se criar áreas de trabalho que arma-
zenBm as matrizes constantes ao longo do tempo, ou 
seja, B ~, ~ e C e outras características do 
processo de integração. 
e) Como o intervalo de integração é suficientemente pe-
queno, dispensa-se o uso de iteraç6es para correçao 
do equilíbrio. 
f) O algoritmo permite a elaboração de um esquema lógico 
que facilmente atende às características de modulari-
zação da programaçao, o que garante adaptaç5e~ e am-
pliaç6es eficientes ao programa. 
A seguir apresenta-se um fluxograma simplificado 
das etapas principais de cálculo: 
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calculo doa deslocomen·tos • l.!. 
e q u a e õ o ~-"=ã_,o'-< 
·2.so 
e = l,ne 
t ·'" g/1•6'. ) "n,.__ \ "e: e ,:.;:r e-
cálculo d as 
forcas nodais 
. • t•llt 










tipo de ,elemento 
f .,. ____ _ 
internos 
sistema ,e strutu ·rO'I 
tipo de elemento 
9•---···· sistema estrutural 
lei constitutiva 
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tlI - CONCEITOS BÁSICOS DA PLASTICIDADE 
Muitos anos de estudos têm sido dedicados à análi 
se do comportamento plástico dos materiais. Desde a elaboração 
dos primeiros conceitos básicos da teoria da plasticidade, (Cou-
lomb, 1773'; Rankine, 1853; Tresca, 1864; ion Mises, 1913 e ou-
tros), esta tem como responsabilidade básica preencher duas lacu 
nas principais: 
A primeira, construir relações explícitas entre tensões 
e deformações compatíveis e próximas às observações ex-
perimentais. 
A segunda, desenvolver técnicas matemáticas para calcu-
lar os estados de tensões e deformações de um sólido de 
formado plasticamente segundo um carregamento qualquer. 
As técnicas em muito têm evoluido com o decorrer do tempo, porém 
os conceitos fundamentais utilizados como subsídio~matemático são 
praticamente inalteráveis. 
A utilização do método dos elementos finitos, em 
particular de elementos isoparámétricos, deu um rápido impulso na 
aplicabilidade da teoria da plasticidade. Como consequência do 
alcance desta técnica matemática, vários modelos elasto-plásti-
cos têm sido adaptados aos recursos numéricos disponíveis. Esta 
adaptação é normalmente apresentada, em grande parte das public~ 
.., . 
çoes, de forma muito compacta e objetiva, não se detendo em sali-
entar os conceitos na qual é fundamentada.~ Este Capítulo,porta~ 
to, pretende ser uma introdução teórica à implementação dos mode 
los elasto-plásticos utilizados. 
Todo o desenvolvimento matemático apresentado a 
seguir utiliza a notação matricial em substituição à notação ten 
serial tradicionalmente empregada. Apresenta-se a seguir os ve-
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tores correspondentes aos estados de tensões e deformações e a 
equivalência entre as duas notações. 
onde 














= o X 
0 22 = o y 
0 33 
= o z 
012 
= 0 21 
= T xy 
º13 = 0 31 
= T xz 
º23 = º32 T yz 
Ell = E X 
E22 = E y 
E33 = E z 
El2 = E21 = E Yxy = E + E xy • xy yx 
El3 = E31 = E Yxz = E + EZX xz xz 
E23 = E32 = E Yyz = E + E yz yz zy 
º13 (El3 + E31) + º23 (E23 + E32) ºx E + o Ey + X y 
T . o ·E + T Yxy + T Yxz ' + Tyz Yyz = o E z z xy xz , 
.-:-· 
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3.1 - LEI DE ESCOAMENTO PLÃSTICO 
Na descrição do comportamento dos materiais (tef. 
[3.29]),a gran<le <lificuldade reside em obter as definições que 
permitem a formulação matemática das relações tensão x deforma-
çao. 
No presente estudo apenas pequenas deformações são 
consideradas, restringindo-se à classe dos materiais estáveis, 
(ref. [3. 9]) :;com comportamento elasto-plástico. Na Fig. 3 .1 e 
mostrada uma possível curva(tensão x deformação)de um ensaio uni 
axial, onde se pode constatar as regiões de estabilidade e inst~ 
bilidade do material. A existência do ponto de tensão de escoa-
mento máxima é uma demonstração convincente da instabilidade do 
material. Portanto se materiais elasto-plâsticos estáveis sao 
especificados, as relações(tensão x ~eformação)na região de ins-
tabilidade devem receber um tratamento particular. Como na for-
mulação elasto-plâstica utiliza-se a teoria matemática da plas-
ticidade, ressalta-se ainda,que uma de suas hipóteses simplific~ 
doras estabelece a independência entre o tempo e as propriedades 
dos materiais, quando sob condições isotérmicas à temperatura a~ 
biente. Esta hipótese implica em que o estado final de deforma-









: tensão de escoamento A1áxima 
"------------__L ________ e: 
FIG.(3.I] 
As deformações plásticas geradas no escoamento plá~ 
tico de alguns materiais sao definidas matematicamente segundo 
uma lei de escoamento que tem sido estudada por dóis enfoques 
principais: 
No primeiro os incrementas infinitesimais de deformações plás-
ticas são proporcionais ao gradiente de uma função W, denom_!. 
nada de potencial plástico, a qual pode ser dependente do est~ 
do de tensões e da histõria de ,.deformações plásticás• (ref. 
[3.2]). Conforme a definição matemática de W, pode-se ter 
lei de escoamento associativa e não-associativa sendo a iiltim~ 
em geral, determinada experimentalmente. 
No segundo, a lei de escoamento é definida com base na aprox2:_ 
maça o unificada devida a Drucker (ref. [ 3. 6 J) , que é idêntica 
a lei de escoamento associativa do enfoque anterior. A equiv~ 
lência da lei de escoamento associativa do primeiro enfoque com 
a aproximação de Drucker é apresentada a seguir, através do tr~ 
tamento matemático utilizado por Drucker (refs. [3.3,3.5 e 3.~). 
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Dois tipos de comportamento sao estudados: 
- O primeiro associado aos materiais que sofrem endurecimento du 
rante a plastificação, conhecidos por "Work-Hardening Materials'. 
- O segundo caracterizado pelos materiais que não sofrem tal efei 
to físico e são conhecidos como plástico-perfeitos, cuja lei de 
escoamento é deduzida como o caso particular dos "WHM", ·apre-
sentada no final deste Ítem. 
O conceito de trabalho de endurecimento, que in-
trísicamente classifica o material como estável, pode ser expre~ 
soem termos do trabalho feito por um agente externo ao aplicar 
e remover lentamente um conjunto adicional de tensões, conduzin-
do às seguintes condições: 
- o trabalho realizado pelo agente externo durante a aplicação do 
conjunto de tensões é positivo 
- O trabalho plástico ou irreversível durante a aplicação e remo 
ção das tensões é nulo ou positivo. 
Sendo der o incremento de tensões em um ponto qua.!_ 
quer de um corpo homogêneo e dE o respectivo incremento de de-
formações, as condições do trabalho de endurecimento podem ser 
equacionadas por: 





(a igualdade e satisfeita para dEP = O (ref. [3.5]), onde: 
dEe - incremento de deformações elásticas 
dEP - incremento de deformações plásticas 
Com as inequações (3.1) e (3.2) pode-se estabel~ 
cera lei de escoamento, por se associar as mesmas as seguintes 
hipóteses: 
A) Uma função de carregamento existe. A cada estágio da deforma 
ção plástica uma função f (cr, EP) existe de tal modo que, 
deformações plásticas ocorrem quando f (~ , 1/) > K (~ , ~p), 
onde K é a função de escoamento do material. As funções f 
e K podem depender do estado de tensões e da história de de 










dEP ;i"a d€p 
Como em um descarregamento f(cr, Ep) < K 
·permanece com seu Último valor atualizado, tem-se que: 
dK o ' 










= O ~ K (3.6) 
Restringindo-se o estudo à materiais isotrópicos, 
( ref. [3.5]), f é função somente do estado de tensões, reduzin 
do a equação (3.3) à: 
pois f = f(o) e 3. 7) 
A imposição f(~) > K para ocorrência de deforma 
çoes plásticas, pode ser escrita com mais rigor da seguinte 
forma ( ref. [ 3. 4]) : 
se f < K ou f = K e df < O (3.8) 
[d~P] > O se f = K e df > O ( 3. 9) 
Para um material sem endurecimento: 
dEp = O se f < K ou f = K e df < O (3.10) 
(3.11) 
B) A relação entre o incremento infinitesimal de deformações plás-




D - pode ser função do estado de tensões e história de de-
_p 
formações plásticas. 
Com base nesta segunda hipótese, é válido o prin-
cípio da superposição, ou seja, a soma dos incrementas de de-
formações plásticas obtidas por dois incrementas de tensões 
independentes, dcr' e dcr" (nenhum constituindo descarrega-
mento), é a mesma que a deformação plástica devido ao· incre-
mento de tensões 
dcr dcr' + dcr" (3 .13) 
onde 
afT 
dcr' > o acr 
e 
afT 
da" > o acr 
Para um material dotado de trabalho de endureci-
mento durante o processo de plastificação, um 
T 
ocorre quando 3,f dcr > O (ineq.(3 .. -8),(3.9)) e 
ªª - . T 
carregamento 
um descarreg~ 
t d af d. o men o ocorre quan o acr cr .< • Entre 
3fT 
acr 
estas duas situações 
existe uma condição limite, na qual • dcr = O , que es 
belece a continuidade na solução elasto-plástica (ref. [3.4)). 
Esta condição de continuidade e a relação linear 




do ( do > O) ao possa ser decomposto em: 
da = da' + do" 
de tal modo que do' nao produza deformações plásticas e da" 
geja proporcional ao gradiente da funçio de carregamento f. 
do = do' + do" 
e 
afT 
do" > o ao 
Da equaçao (3.15) 
sendo o mesmo igual a 
r = 
afT 
da' o ao = 
do" af com = r -
ªª 
• r • af > 0 ãcr 
e 





r > o (3.15) 
(3.16) 
A equaçao (3.16) prova que a decomposiçio proposta e possí -
vel. 
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Corno do' nao produz deformações plásticas, a equa-
çao (3.12) pode ser reescrita assumindo-se a relação direta 
e dcr" (ref. [3.3]): 
da" 
Substituindo-se (3.15) em (3.17), tem-se: 
de: P = fi . • r • 
-P 
af - af = D • - • 







Observando-se a equaçao (3.18), conclui-se que t~ 




h 1 ~ = afT af 
(3.20) 
ao ãa - -
Tratando-se de materiais dotados de tribalho de 
endurecimento, retorna-se a equação (3.2), porirn utilizando-se 
a decomposição de do 
(do' + do") T de:P > O (3. 21) 
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Mas do' nao produz deformações plásticas, então 
do= e· do' + do" 
(para qualquer valor de C), produzirá o mesmo incremento de 
deformações plásticas. Pode-se portanto reéscrever a inequa-
ção (3.21) do seguinte modo: 
(C da' + da") T dEP > O (3.22) 
Uma escolha arbitrária de C (negativo) poderia 
violar a inequação (3.22), o que implica em: 
(3.23) 
mas 
dEP afT = ~ ão • do + 
do'T ~ 
afT 
ao da = da'T ~ . df = o + 
.d ,T O a • ~ = (3.24) 
Comparando-se a equaçao (3.14) com a equaçao (3.24), 
chega-se a definição final de dEP 
afT 
da' o ao 
do'T 




G pode depender do estado de tensões e história de de-
formações plásticas. 




= G • df • ôf ao 
G df = d>. (esco.lar inteiro e positivo) 
af 
= d>. acr 
(3.26) 
(3.27) 
A proporcionalidade entre o incremento infinitesi 
mal de deformações plásticas e o gradiente da função de carrega-
mento, definida em (3.27), foi deduzida para o .matetial dotado 
de trabalho de endurecimento. Agora, apresentá-se a particularl 
zaçao da equação (3.2) para um material plástico-perfeito, condu 
zindo a definição de dEP. 
O comportamento plástico-perfeito, em um ensaio 
uniaxial,é caracterizado por uma linha horizontal no diagrama te~ 
são-deformação (ref. [ 3:,31 J). Para um estado tridimensional de 
tensões, o comportamento plástico-perfeito implica em que o tra-
balho realizado por um agente externo, o qual lentamente aplica 
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e remove um conjunto de tensões, ê zero no ciclo de equilíbrio 
Esta condição, matematicamente, pode ser escrita por 
(3.28) 
o que e a particularização da equaçao (3.2), com dEP f O • 
Corno apresentado em (3.10) e (3.11) 
(3.29) 
comparando-se as equaçoes (3.28) e (3.29), conclui-se: 
(3.30) 
Corno demonstrado anteriormente :a aproximação devido 
a Drucker define os incrernentos de deformações plásticas corno sen 
do proporcionais ao gradiente da função de carregamento. Logo se 
no primeiro enfoque a função de potencial plástico w for igual 
à função de carregamento do material (ref. [3.2]), ambos os estu 
dos coincidem, constituindo a lei de escoamento associativa dos 
materiais. 
No presente estudo emprega-se a lei de escoamento 
associativa, porêm para alguns materiais torna-se necessári.o av~ 
liar funções de potencial plástico condizentes com resultados ex 
perirnentais (ref. [3. 24 ]l. 
3.2 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO E UNICIDADE DA SOLUÇÃO 
3.2.1 - Superfície de Escoamento 
A equação f(cr)'; K gera uma superfície conheci-
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da como superfície de''escoamento'', o que no caso mais geral,con! 
titui uma região do espaço hexa-dimensional Euclidiano. Esta re 
gião é na realidade o lugar geométrico dos estados de 
que plastificam o material. 
tensões 
Como consequência da lei associativa de escoamen-
to e da irreversibilidade do trabalho. plástico, ··conciúi-se que 
esta superfície e convexa (ref. (3.3, 3.2)), como seiJ discuti-
do a seguir. 
Seja um ponto material em regime elástico caracte 
rizado por um estado de tensões (J -o 
superfície de escoamento (Figura 3.2). 
F IG.@.2] 
pertencente ao interior da 
Supõe-se que sob a açao de um agente externo, este estado de ten 
sões evolui para um estado de tensões ~l sobre a superfície de 
escoamento (Fig. 3.3). Pela proposição (3.9), durante esta tra-
jetória ocorrem apenas deformações elásticas, pois para todos os 
estados de tensões intermediários o entre (~
0 





Se o mesmo agente externo, ou um outro qualquer, submete este me~ 
mo ponto a um incremento infinitesimal de tensões do de tal mo 
do que 
seja maior do que zero, tem-se a geração de deformações plásti-
cas infinitesimais dEP e a realização de trabalho plástico irre 
ver sível pelo estado de tensõ~~) _._e_ pelo incr;mento do (Fig. 
3. 4) . 
clã 
F I G.[3.4) 
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Após o descarregamento do estado 
-+ -7 
er1 + der para 
cr
0 
, o trabalho irreversível total realizado no ciclo ê dado por. 
Por observação da representação vetorial na Fig. 
3.4, o trabalho plástico total pode ser reescrito como o produto 
+ 
escalar dos vetores e der , ou seja: 
Da definição dos materiais dotados de trabalho de 
endurecimento, tem-se: 
O<e<.:!!. 
- 2 para 
O valor e=; satisfaz a condição de continuidade (item 3.1, 
ref. [3.4]) ou decorre do material ser plástico-perfeito. 
Por imposição física awP > O (Fig. 3.5), o que 
implica em 
1 
+ + +p [Ca 1 - a0 ) li • [[dE: li • cos <j, > O 
pois a norma l[Ccr1 - cr0 ) li pode ser feita sempre maior que a nor 
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Portanto, retomando-se a inequação 
O<~~ Í, .o que indica o vetor 
e: 




Por conseguinte, o estado de tensões deve encontrar-se de 
d d d;p um.la o e um plano normal a ~ e como é normal a supe~ 
fície de escoamento, este plano é tangente a superfície de escoa 
menta (Fig. 3. 6). Pela generalidade de (3. l~.), . esta conclusão 
deve ser válida para qualquer estado de tensões ~l , logo ne-
nhum vetor 
+ + 
()' - ()' 1 o pode cortar a superfície de escoamento se-' 
gundo uma direção que a intercepte em mais do que um ponto. Pro 
va-se assim que a superfície de escoamento e convexa (ref. [3.3]). 
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A confirmaçio ~a convexidade da superficie de es; 
coamento pode ser feita por absurdo (ângulo <P >;, ref. [3.3]). 
O fato da superficie de escoamento ·ser convexa, 
nao impede que esta seja dotada de pontos singulares, onde o gr~ 
diente da funçio de carregamento ê indeterminado (Fig. 3.7). 
F.IG.@,1] 
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Quando a formulação elasto-plástica utiliza lei de 
escoamento plástico associativa, os pontos singulares introduzem 
a não unicidade nos incrementas de deformações plásticas. Para 
solucionar este problema, adotam-se simplificações numéricas, as 
quais são compatíveis aos modelos e restrições matemáticas mais 
elaboradas, como o estudo apresentado por Koiter (ref. [3.14]) 
3.2.2 - Unicidade da Solução 
As relações(tensão x deformação plástica) sao de-
pendentes do estado de tensões e da hist6ria do -carregamento,~ 
qual condiciona a hist6ria de deformações plásticas. Por este 
motivo, uma primeira exigência quanto à unicidade da solução é a 
descrição exata da hist6ria do carregamento. Ainda' sob o ponto 
de vista matemático, é necessário provar-se que para uma dada his, 
t6ria de carregamento existe uma e somente urna solução no que 
diz respeito ao campo de deformações e estado de tensões. 
A demonstração da unicidade parte do princípio 
que para um dado carregamento existem duas soluções. Estas sao 
provadas serem iguais pela aplicação do princípio dos trabalhos 
virtuais sobre o estado de tensões e deformações ·correspondente 
1 diferença entre ambas. 
Este tratamento matemático e apresentado nas refs. 
[3.4, 3.8, 3.9]. 
3.3 - CRITERIOS DE ESCOAMENTO 
Corno mencionado no item 3.1, o comportamento plá~ 
tico de um material sújeito a um estado rnultiaxial de tensões e 
controlado pela equação f(o) = K. Na realidade esta equaçao 
determina , qual combinação de tensões causará plastificação no 
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material e e denominada de critério de escoamento. Considerável 
trabalho tem sido feito para obtenção dos critérios de escoamen-
to associados a diversos materiais. Dentre os máís conhecidos 
pode-se citar: 
Rankine, Sain-Venant, Tresca, Beltr~mi, von Mises, Mohr 
Coulomb, Drucker & Prager, etc. 
Alguns dos critérios anteriores foram abandonados devido a pequ~ 
na validade experimental, porém os critérios de von-Mises, Tres-
ca, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager t~m recebido especial atençã~ 
principalmente quando as suas aplicações foram ampliadas pelos mf 
todos numéricos atualmente existentes. 
3.3.1 - Critério de Escoamento de von Mises 
Von Mises sugeriu que o material começa a se de-
formar plasticamente quando o segundo invariante de tensões des-
viatórias alcança um valor crítico (ref. (3.2]). A Interpreta-
ção física, sugerida por Hencky (ref. [3.22]), e que o escoamen-
to do material tem início quando a energia de distorção elásti-
ca alcança um valor crítico (ref. [3.2]). Na ref. [3.3], o va-
lor crítico da energia de distorção é dita ser igual 
\ 
a energia 
de distorção do material quando este é submetido a. um estado 
uniaxial de tensões. Tal consideração resulta na seguinte equa-
çao: 
onde 
J = l cr2 
2 3 y (3.32) 
tensão de escoamento do estado uniaxial de tensões 
segundo invariante de tensões desviatórias 
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O segundo invariante de tensões desviatôrias e dado por: 
ou 
onde 
J = .!_ [ (o - 0 ) 2 + (o - 0 ) 2 + (o - 0 ) 2 + ( t 2 + t 2 + t 2 ) ] 
26 X y y Z Z X xy yz ZX 
a 
m 
ªx + a + a 
Y z a · a = ----a~--




Comparando a equaçao (3.32) com a equaçao f(o)=K 
apresentada no ítem 3.1, pode-se concluir que no in{cio do escoa 
menta: 
onde 
f(a) = J 2 e K o 
1 
= a' 3 y 
K
0 
valor inicial da função de escoamento, (quando ~p = O). 
Para este critério a tensão hidrostática ou esfé-
rica nao causa escoamento, pois a tensão esférica produz somente 
energia elástica de compressão em materiais :isótrôpic~s ( ref. [3. 2]). 
Em consequência do escoamento ser independente da tensão esférica, a supeE 
fície definida pela equação (3.32), quando representada no espa-
ço de Haigh-Westergaard, (ref. [3.2, 3.3]), corresponde a um ci-
lindro cujo eixo axial é o eixo hidrostático de tensões e o raio 
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No presente estudo, o critério de escoamento de 
von Mises é utilizado na formulação elasto-plástica de materiais 
"com trabalho de endurecimento" e materiais "sem endurecimento". 
Para atender ao comportamento do material com endurecimento é ne 
cessário que se analise o processo de expansão da superfície de 
escoamento durante a plastificação do material. Neste ponto e 
interessante que inicialmente se compreenda fisicamente as implic!:1_ 
çoes do comportamento de materiais com endurecimento no problema 
mais simples, ou seja, o correspondente ao carregamento uniaxial. 
Seja na Fig. 3.9, a curva(tensão x deformação)de um material sub 
metido a um ensaio uniaxial de tração. 
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Inicialmente o material encontra-se no estado elas 
tico para tensão inicial o
0 
Subsequentemente o mesmo e car 
regado, elevando o nível de tensão de o
0 
para ºf . Durante e~ 
te carregamento o material começa a apresentar deformação plást! 
cano momento em que o nível de tensão ºy é alcançado (tensão 
de escoamento do material). Após a tensão .ter alcançado ova-
lor ºf , ocorre o descarregamento de o . f para através da 
trajetória DE Como consequãncia da plastificação do material 
neste ciclo de carga e descarga, tem-se duas implicações princi-
pais: 
A primeira já foi explicada na Fig. 3.5, quando se de-
mostrou o fato da superfície de escoamento ser convex~ 
A segunda (que.serve como base para aplicações poste-
riores) 
to de 
corresponde ~ elevação da tensão de escoamen-
o para ºf , ou seja, um novo escoamento ocor y -
rera quando somente o nível de tensão alcançar o valor 
ªf . Este fato indica fisicamente o que ··v.em a ser o 
endurecimento do material. 
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Estendendo-se esta explicação para um .estado de 
tensões multiaxial, tem-se as seguintes analogias: 
1 - O início de escoamento ocorre quando: 
onde 
f(o) = K o 
f(o) - função de carregamento 
K
0 
- valor inicial da função de escoamento plistico 
K = K (e:P) (Ítem 3.1). 
2 - Em um ciclo de carregamento e descarregamento, o material se 
plastificari novamente quando o nível de tensões conduzir o 
valor da função f a se igualar com,. o Último valor da fun-
ção de escoamento K , valor este definido pelas deformações 
plisticas provenientes do Último .carregamento. 
3 - Se a um estado de tensões o . sobre a superfície de 
-O 
escoa-
mente adiciona-se um incremento infinitesimal 
do , este se classificari em: 
de tensões 
- carregamento 





4 - Para o novo estado de tensões 
campo de deformações plásticas 
o que implica, logicamente, em 
df = dK 
~o+ d~ (carreg.) e o 
f; + d3P , tem-se que: 
novo 
(3.36) 
Com base na descrição anterior é fácil se con-
cluir que durante o escoamento de um material todos os estados de 
tensões residem sobre superfícies de escoamento atualizadas. Es 
ta atualização conduz à expansão e deformação da superfície de 
escoamento (ref. [3.3]). Em particular, quando o endurecimento 
do material dá origem a novas superfícies expandidas e concêntrl:_ 
casem relação à inicial porém sem se deformarem, diz-se que o ma 
terial endurece isotropicamente. Na realidade, o material man-
tém,-se is·otrôpico durante as deformações plásticas. Na Fig. 3 .10, 
mostra-se as projeções sobre o plano rr de superfícies de escoa 
mento atualizadas segundo urna seção transversal. 
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E conveniente salientar que para o material sem 
endurecimento, ou plástico-perfeito, a superfície de escoamento 
se mantém constante, ou seja: 
df = dK = o 
df > o (impossível) 
dEP 
(3.37) 
f = K ... f- o 
f < K ... dEY o 
A condição df = O em (3.37) indica que os ,in-
crementas de tensões do , durante um carregamento, sempre tan-
genciam~ superfície de escoamento (equação (3.14), item 3.1). 
Definição_da_Função_de_Escoamento_Associada_ao_Critério_ de __ von 
Mises 
No item 3.1 definiu-se a partir da aproximação un2:_ 
ficada devido a Drucker (ref. [3.6]), a lei associativa de es-
coamento plástico, resultando na seguinte equação: 
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= dÀ. af 
ªº 
(3.38) 
Se aplicarmos (3.38) à função de carregamento de 
von Mises chega-se as seguintes relações: 
= dÀ 





As relações de proporcionalidade em (3. 39) também sug~ 
ridas por Prandtl-Reuss (ref. [3.2, 3.3]), implicam em: 
- os incrementos de deformações plásticas sao dependen-
tes do estado de tensões desviatórias atual e não dos 
incrementas de tensões. 
- os incrementos de deformações plásticas sao co~dire-
cionais com os eixos principais de tensões: 
(3.40) 
- a lei de escoamento com base no critério de escoamento de 
ven Mises pressupõe a não existência de deformações plá~ 
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ticas volumétricas: 
as relações (3.39) estabelecem a.razao de proporcionali-
dade entre os incrementas de deformações pláiticas de di 
ferentes direções. 
E conveniente que se defina agora duas grandezas: 
- Tensão Efetiva ou Equivalente (refs. [3.2 , 3.3]) 
G = /3 ' .r.f:"2 e (3.41) 
- Deformação Plástica Efetiva ou Equivalente 
(3.42) 
-Os escalares ºe e dE podem ser obtidos ã pa~ p 
tir das relações em (3.39) e de suas respectivas implicações, da 
interpretação geométrica do trabalho plástico e da analogia com 
o estado uni axial de tensões (ã e = ªu ; dEP = d Eu) . As defini 
ções (3.41) e (3.42),juntamente com o trabalho plástico desenvol 
vido durante as deformações, permitem a obtenção da função de es 
coamento K . 
dw T = G (3 .43) 
dw T = a (3.44) 
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sendo, 
energia interna reversível (3.45) 
energia interna irreversível (3.46) 
Como dEP + dEP + dEP = O pode-se ~subtrãir em 
X y Z 
(3.46) a parcela ªm 
dwp , possibilitando 
(dEP + dEP + dEP) sem alterar o valor de 
X y Z 
escrever o trabalho plástico infinitesimal 
como função das tensões desviatórias, ou seja: 
(3.47) 
Partindo-se do fato que os incrementes de deforma 
çoes plásticas são co-direcionais com os eixos principais de ten 
soes, prova-se geometricamente que (refs. [3.3 e 3.2])\ 
(3.48) 
Com a equaçao (3.48) o trabalho plástico infinitesimal passa a 
ser definido em função de 
da função de escoamento. 
e dEP' o que facilita o estudo 
Existem duas hipóteses quanto a definição do endu 
recimento do material: 
A primeira, admite que K seja função do trabalho 
plástico acumulado durante as deformações. 
- A segunda, que o mesmo seja função da deformação j:Jlá~ 
tica equivalente (refs. [3. 2 e 3. 3]). 
Sob o ponto de vista matemático estas duas hipóteses se escrevem 
por: 
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a h. -l- __ 112otese 
K = g(wp) 
onde 
wP I T dEP (3.49) = (J 
2ª h. -_- __ 112otese 
K = H(Íi:P) 
onde 
-p = I dE (3.50) E p 
Reescrevendo-se o critério de escoamento dé von 
Mi ses., na forma verifica-se por comparaçao com 
a equaçao (3.41), que a função de carregamento f(cr) = 13 · IJ 2 . 
' durante o escoamento, iguala-se a tensão efetiva ou equivalente, 
ou seja: 
f(cr) = ºe 
onde no início do escoamento 
(3.51) 
A equaçao (3.51) -sugere que ªe seja, utilizado 
como parâmetro de endurecimento do material ou função de escoa-
mento. 
Substituindo-se (3.51) em (3.49) e (3.50), resul-
ta: 
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dE ) p 
(3.52) 
(3.53) 
Pelas equaçoes (3. 51), (3. 52) e (3. 53), pode-se concluir que num 
material dotado de endurecimento iscitróptco :e com escoamento con-
trolado pelo critério de von Mises, as duas hipóteses de medida 
de endurecimento são equivalentes. 
E importante observar que as relações 
e = H(Ê:) p 
sao obtidas experimentalmente (refs [3.2, 3.3 e 3.15]). Na pra-
adquire certa preferência, sendo p~ 
rern, algumas vezes, substitu{da pela curva (tensão x def. plástt 
ca) obtida no ensaio uniaxial (ref. [3.3]). 
3.3.2 - Critério de Escoamento de Mohr-Coulornb 
Na teoria de mecânica dos solos as tensões éisa-
lhantes que se desenvolvem em uma massa is6trópic,a de solo coesivo 
não devem ser maiores do que a tensão cisalhante máxima, forneci 
da corno função linear da tensão normal. Esta condição foi suge-
rida por Coulomb e é expressa por: 
T < c - CJ tan cj, (3.54) 
onde 
c - coesao do solo 
cp - ângulo de atrito interno 
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A rotura ocorre quando T ~ c - a tàn ~ em al-
gum ponto da massa de solo. Se representássemos a equação(3.54) 
em um gráfico (t x a), ter-se-ia limitada a região dos estados 
de tensões que satisfazem a lei de Coulomb 
,· 
\ 
região de estados d~ 
possíveis 
F I G.[3,1] 
(refs. [3.10, 3.23}). 
Para expressar a condição de escoamento em termos 
das tensões principais a 1 , a 2 e a 3 , utiliza-se da represen-
tação gráfica de Mohr (Fig. 3.12). 
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't 
e a 0 
e 0 
2 
q'" ª'" a 2 3 
F 1 <;,. @.1 iJ 
A rotura de um ponto na massa de solo ocorrerá qua!!_ 
do o maior dos três c{rculos tangenciar as envoltórias de Coulomb. 
' 
Admitindo-se que cr1 ~ cr 2 ~ cr 3 e com base na Figura 3.13, pode-
se estabelecer a equação de rotura do material, a qual constitui 
ra o critério de escoamento de Mohr-Coulomb, denominado no pre-
sente estudo de Mohr-Coulomb Tradicional. 
' ' ' s 
1: 





FIG• @.1 ~ 
a 
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R ; (3.55) 
(3.56) 
sen cj> R ; s + ( 3. 5 7) 
1 sen cj> ; -----------·· -+ 
c cotg ct, -
sen cr [ c 
cos cj, _ ª1 
sen ct, 
(3.58) 
A equaçao (3.58) indicará qual combinação de te~ 
soes multiaxiais causara escoamento do material, sendo pbrtanto· 
a equação do critério de escoamento do material. Por observação 
da Fig. 3.13, a tensão principal cr 2 pode ter qualquer valor en 
tre cr 1 e cr 3 , sem violar a condição de escoamento. A represe~ 
tação da superfície gerada pela equação (3.58) no .. espaço de 
Haigh-Wistergaard, (Fig. 3.14)é uma pirâmide reta hexagonal igual 
mente inclinada em relação aos eixos e 
, 
cr 3 , e com ver-
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Na Fig. 3.15 tem-se a representação da equaçao 
admitindo-se o 2 = O e na Fig. 3.16 o 
corte transversal da pirâmide no plano rr Em ambas as seçoes 
os pontos A, B, C, D, E e F. são pontos singulares, os quais 
causam a indeterminação na definição dos incrementos de deforma-
ções plásticas, quando se utiliza da lei associativa apresentada 
no item 3.1. 
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i:rld\.t.~~o grad_i en·_te da-.-,função de carregamento 
O, ~o 
OA=OC= 2c Tan C 1141't -112 •:> 
OD=OF~ 2cTanC114Tt + 1/2 oJ 






2V'i;j..c · COS) 
.C3+seno 
-2Y'ii.c .•cos j .._. e 3 .:. seno 
.., -·· 
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A forma como é apresentada a equaçao de escoamen-
to em (3.58) nao é conveniente ã formulação elasto-plástica,bem 
como ao estudo da lei de escoamento associativa. Por este moti-
vo deve-se obter uma equação compatível às necessidades anterio-
res. Esta nova equaçao é função das invariantes de tensões des-
viatórias, tomando como base o trabalho de ·Nayak e Zienkiewicz 
( re f. [ 4 . 5] ) . 
Da ref. [4.5], tem-se: 
º1 sen (6 
4 
+ 3 1r) ºm 
2 e 6) + (3.59) º2 = - o sen ºm 13 
º3 sen (6 
2 
+ 3 1T) ºm 
onde 
o = ~ = ltLso .. (5' + 52 + 52) + ,2 + 
,.2 + ,2 (3.60) 
X y z xy yz XZ 
6 = 1 (- 313 J 3) 1T 6 1T 3 are sen - 6 < < 6 2 . - 3 (3.61) o 
J3 = 5x 5 5 + 2, 'yz 'xz 
,2 5 5 ,2 5 ,2 y z xy xy z X yz z xy 
(3.62) 
.. 
ºx + ºr 
+ o z 
ºm = 3 
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J 2 - 29 invariante de tensões desviatórias 
J
3 
- 39 invariante de tensões desviatôrias 
e - ângulo de Lode (ref. [3.3, 3.2]) 
Substituindo-se as equaçoes de (3.59) em (3.58), 
resulta a generalização da equação (3.58): 




sen e sen, $) - c cos $ = o 
(3 .63) 
No presente estudo é analisado somente o compor-
tamento plástico-perfeito (refs. [3.10, 3.11, 3.12 e 3.23]) e o~ 
tros, porém o comportamento do solo com consideração de endureci 
mento pode ser estudado nas refs. [3.13 e 3.24]. Por observação 
da equação (3.63), constata-se que esta não apresenta explicita-
mente a função de escoamento K(~p) , tendo somente a função de 
carregamento f(~) Esta disposição não restringe o uso da eq~ 
ção (3.63) somente ao estudo do comportamento plástico-perfeito, 
pois como mencionado na ref. [4.2], o eridurecimento do material 
poderia ser introduzido através dos parâmetros c e $ , ambos 
funções de um parâmetro "k" qualquer, de endurecimento. 
Um material. limitado ao comportamento plástico-pe_E. 
feito e com critério de escoamento de Mohr-Coulomb, entra em es-
coamento sob as seguintes condições: 
f(~) = o 
df 
afT 
= - da = O a cr 
df > O (não existe) 
(3.64) 
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Por observação das equaçoes em (3.64) é fácil con 
cluir que durante o processo de plastificação os incrementas in-
finitesimais de tensões são tangentes à superfície de escoamento, 
(Ítem 3.1), não sendo porém classificados como neutros. 
- Carregamento 
T 
C af) da = o f Ci:i:) = o + dE:p f o 




ªª - a 
da < o f (<:J:) = o + dE:p = o 
- regime_elástico 
Como mostrado nas Figs. 3.14, 3.15 e 3.16, este 
critério tradicional de Mohr-Coulomb tem o inconveniente de apr~ 
sentar pontos singulares segundo sete arestas e um vértice. No 
tratamento matemático da formulação elasto-plástica associada a 
este critério é necessário eliminar .. estes pontos singulares 
(item 3.2), de modo a se garantir a unicidade de soluções no que 
diz respeito aos incrementas de deformações plásticas. Quando se 
emprega este critério em um método numérico qualquer, em partic~ 
lar no método dos elementos finitos, a eliminação das singulari-
dades é atendida por artifícios numéricos que prejudicam senii-
velmente a eficiência computacional e nem sempre correspondem s~ 
tisfatoriamente quanto aos resultados obtidos. Sugestões quanto 
aos recursos utilizados para este fim podem ser encontrados na 
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ref. (4.2]. 
Em presença dessa característica insatisfatória 
do critério de Mohr-Coulomb Tradicional surge a idéia de se subs 
tituir a superfície de escoamento tradicional (equação (3.63)), 
por uma superfície que lhe seja a mais próxima possível e sem po~ 
tos singulares. 
No presente estudo. utiliza-se a superfície suge-
rida por Zienkiewicz e Pánde (ref. [ 3. 26]) , a qual constitui o 
aqui denominado "Critério de Escoamento de Mohr-Coulomb Modifi-
cado". 
3. 4 - CRITERIO DE ESCOAMENTO DE MOHR-COULOMB MODIFICADO 
A aproximação da seção meridional (Õ x crm) sua 
visa a angulosidade do vértice. 
A análise da relação existente entre Cõ x crm) e 
conduzida pela fixação do ângulo de "Lode" 8 na equação (3.63). 
Aqui é utilizada a seção meridional em 'li e ; 6 
a 
; ªm sen ~+a cose - sen e sen ~ - c cos ~; O 
/3 
Para 





e o valor de o para 1T e = • 6 
Trabalhando a equaçao (3.65), resulta: 
º+ = (3 
213 
- sen 
213 sen p 
•) •ecos• - (3·- sen •) (J m (3.66) 
A equaçao (3.66) e uma reta do tipo y = h + kx, 
apresentada na Fig. 3.17. 
2.V";.c .. cos 0 
( 3- sen e) I 
2.•\fi •C • cbs o 
(3 - se n o) 




Uma boa aproximação da reta (o+ x om) e uma hi-
pérbole (ref. [3.26]), a qual satisfaz a condição da não existên 








( 3 - sen ~ r 
XA 
C•COtQ0 




A equaçao da hipé'rbole (ref. [3.25]) e dada por 
resulta em: 





Substituindo (3.67) em (3.68): 





(3 - sen p) 2 
12•sen2 ~·XA 2 
= 1 





24c cos q, sen </> 
(3 - sen </>) 2' 
- 02 
m 
12 sen 2 </> 
(3 - sen </>) 2 
+ 12 (XA 2 sen 2 </> - c 2 co5 2 </>)· = 0 
y 
(3 - sen cj,) 2 
Chamando 
ex = 12 sen
2 q, 
(3 - sen </>) 2 
f3 = 24 • c cos </> sen </> 
(3 - sen </>)2 
= 12 (XA2 • sen 2 cj, - c 2 • cos 2 </>) 
(3 - sen </>) 2 
+ 




pode-se escrever a equaçao (3.70) numa forma mais adequada: 
(3. 74) 
No caso de materiais nao coesivos as constantes 
anteriores assumem os seguintes valores (Fig. 3.19). 
y 
ex = - 12 sen
2 cj, 
(3 - sen </>) 2 
f3 = o 
= 12 (XA2 sen2 </>) 






,, + = - 2 • 3 • se n 0 • Om 
(3 s.en o) I 









.. 12 .• sen~ó 0
2 
O -"""'~==-"--- • m = 
(3 - sen e ) 2 
A equaçao (3.74) indica qual a combinação de ten-
soes multiaxiais que conduz ao escoamento do material, porém pa~ 
ticularizada a seçao meridional em 1T 8 = 6 
Para que esta equação possa ser usada como crité-
rio de escoamento é necessário que a mesma seja generalizada pa-
ra todo campo de variação do ângulo 8 ( - i ~ 8 ~ Í-), como apre-
sentado a seguir. 
Um vetor de tensões incidente sobre uma superfí-
cie de escoamento qualquer pode ser decomposto em um vetor segu!!. 







Com base nos resultados apresentados na Fig. 3.20 
conclui-se que o raio de um ponto qualquer no contorno da seçao 
transversal é dado por: 
r=/Z·cr (3. 78) 
A forma da seçao transversal será portanto função 
do parâmetro cr , o qual é função do critério de escoamento ado-
tado. Por exemplo, no ítem 3.3.1, relativo ao critério de von 
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Mises, o raio e constante para qualquer ângulo e e e ·igual a 
vf · ºy Quando se utiliza do critério de escoamento de Mohr -
Coulomb Tradicional, a seçao transversal da superfície de escoa-
I • 
mento tem a forma de um hexagorro irregular, como apresentado na 
Fig. 3.16;. no plano w As dimensões dos raios máximo e mínimo, 
sâo agora demonstradas com auxílio da Fig. 
' ' ' .............. 
o, 
I 
+ ' 8 / 
I 
I 
I e• ,. 
3 I ,. 
., .. Rz 




3. 21 . 
/ 
/ 
Retomando-se a equaçao (3.63) e fazendo-se ºrn = ~ 
obtém-se a relação entre o e e : 
(J = c cos 
ecos e - sen e sen <j,) 
e 3. 79 J 
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Os raios r 1 e r2 ,. Fig. 3.21, sao equacionados 
introduzindo-se em (3.79) e 1T • = ± 6 • 
2/3 c cos cj, 
= (3 - sen cj,) + rl = 
2/6 c cos cj, 




2/3 c cos cp 
= (3 + sen cp) + r2 
= 216 c cos cj, 
( 3 + sen cj,) (3.81) 
(Fig. 3.16) 
Pela exposição anterior é razoável que se procure 




s (- !. ) = 
6 
Õ(e) = ª+ • S(8) (3.82) 
ã(e) = a • sce) (3.83) 
Utilizando-se a equaçao (3.82), a função S(8) e 
S (8) = 
s (~) = 1 + 
(3 - sen 
(3 + sen 
( 3 - s en cj,) 
2/3 (cos e - 1 sen e sen cj,) 
/3 
- 1T s ('!.) -(J ( 6) = (J + . = (J + 6 
cj,) Õ(- !. ) S(- '.!!.) -+ = (J + . = (J cp) 6 6 
Nos pontos de singularidade tem-se: 
(3.84) 
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dã e e) = - dS e e) 
de ª + de t o (3. 85) 
De modo a suavisar as angulosidades existentes na 
seçao transversal da superfície de Mohr-Coulornb deve-se escolher 
urna função h(e) , tal que: 
dh (e) 
de = o (3.86) 
Adota-se aqui a função _ h(9) fornecida na ref. 
[3.26], a qual apresenta as seguintes características: 
h(e) = Zk (1 + k) - (1 - k) sen 38 
dh(6) 
de = o 
h ( + ~) = 1 
h(- i) = k 
k = 3 - sen <P 3 - sen <P 
Tornando-se corno valor base 
213 c cos <P 





õ ce 1 = CJ + . h (e) (3.90) 
onde 
- TT h Ci) 2/3 e cos lj, (3.91) CJ (6) = CJ + . = CJ + = (3 lj,) - sen 
Õ(- 21:.) = h(- i) k = 2/3 e cos lj, (3.92) CJ + . = CJ + . 6 (3 + sen lj,) 
Utilizando-se a equaçao (3.90), a seçao transver-
sal de Mohr-Coulomb sem angulosidade é descrita por: 
' 
















Substituindo-se da equaçao (3.74) por ã e e) !iTeT' 
obtém-se a equação de escoamento geral (- f ~e~ i) do crité 
rio de Mohr-Coulomb Modificado, cuja característica principal é 
a não existência de pontos singulares: 
Critério de Escoamento de Mohr-Coulornb Modificado 
f (':1:) =acr 2 +Scr +y+ rn rn (3.94) 
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IV - MODELOS ELASTO-PLÃSTICOS IMPLEMENTADOS 
Os conceitos elementares comentados no Capítulo 
anterior servem de base para o desenvolvimento dos modelos elas-
to-plásticos utilizados. O desempenho destes depende '"fundamen-
talmente da forma corno são implementados. 
O modelo elasto-plástico engloba principalmente o 
conhecimento da lei de escoamento plástico e do processo de end~ 
recimento do material. O produto final é a matriz constitutiva 
elasto-plástica, que e responsável pela correçao e atualização do 
estado de tensões. 
No presente estudo três modelos elasto-plásticos 
sao considerados. O primeiro associado aos materiais dotados de 
endurecimento plástico e que obedecem ao critério de escoamento 
de von Mises; o segundo e terceiro apropriados aos materiais plái 
tico-perfeitos e que obedecem aos critérios de Mohr-Coulomb Modi 
ficado e Mohr-Coulomb Tradicional respectivamente. 
Como os sistemas estruturais são discretizados por 
três tipos de elementos, onde cada um é caracterizado por um es-
tado de tensões particular, tem-se uma distinção teórica quanto 
ao tratamento da lei constitutiva a ser empregada. Nos elemen-
tos de treliça e interface o modelo físico idealizado conduz ao 
estado de tensões uniaxial. A lei constitutiva do material é mui 
to simples, sendo obtida diretamente da curva (tensão x deforma-
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FIG. [4,1] 
COMP. NÃO DILATANTE(!:ap,s) 
º" 
Nos elementos isoparamétricos o estado de tensões 
em cada ponto de integração pertence ao espaço Euclidiano hexadi 
mensional de tensões, sendo estudado portanto com base na apre-
sentação teórica do Capítulo III. Neste caso, existem três for-
muláçíiies particulares, que são funções do tipo de sistema estru-
tural. Os demais ítens deste Capítulo sao portanto, dedicados à 
formulação elasto-plástica relativa a este espaço multiaxial de 
tensões. 
De modo a aproveitar os recursos numéricos dispo-
níveis pelo método dos elementos finitos, algumas adaptações são 
necessárias ao desenvolvimento teórico tradicional da plasticid~ 
de, as quais são devidamente esclarecidas. 
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4.1 - FORMULAÇÃO ELÁSTICA 
Com base na teoria da elasticidade linear (peque-
nos deslocamentos) (ref. [2.20]), as matrizes constitutivas elás 
ticas são fornecidas por: 
ESTADO PLANO DE TENSOES 
dox 1 V o dE 
X 
dó = do = E 1 o dEY y {1 - v') 
dt o o 1·- V dyxy xy 2 
D - (4.1) 
ESTADO_PLANO_DE_DEFORMAÇOES 
do X 1 - V V o dEX 
do, do E 1 o dE = (1 \)) (1 2v) V - V .~ y + - y 
dt o o 1 - 2v dyxy xy 2 
D e 4. 2) 
83 
SOLIDOS AXISSIMETRICOS ----------------------
do 1-v V o V dE 
r •. r 
do V 1-v o V dE
2 z 
do E e 4. 3) = = (l+v) (1-Zv) 
dt o o 1-Zv o dyrz rz -2-
V V o 1-v 
D 
onde 
E - Módulo de Young 
v - Coeficiente de Poisson 
Estas matrizes sao usadas na integração passo-a-
passo das respostas dinâmicas elásticas e elasto-plásticas. 
4.2 - FORMULAÇAO ELASTO-PLÃSTICA ASSOCIADA AO CRITERIO DE VON 
MI SES 
No Capítulo III a equaçao de escoamento de von Mi 
ses foi apresentada segundo duas formas: 
13" n:-2 = o y 
e 4 • 4) 
e 4. s) 
As equaçoes (4.4) e (4.5) estabelecem as mesmas 
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relações (tensão x deformação), apesar da função de carregamento 
ser diferente: 
(4.6) 
( 4. 7) 
A equivalência decorre do emprego da lei associa-
tiva de escoamento, nnde a proporcionalidade entre os incremen-
tes de deformações plásticas e o gradiente da função de carrega-
mento conduz a um parâmetro dÀ , de tal modo que: 
e 4. s) 
A equaçao (4.7) e preferivelmente utilizada devi-
do à mesma se igualar, durante o escoamento, à tensão efetiva ou 
equivalente que é usada como função de escoamento. 
f (o)= 13 vJ 2 = ºe e 4. 9) 
onde. 
(Cap. III) 
Logicamente, como mencionado no Capítulo III, es-
te critério e associado ao comportamento dos materiais homogêneos 
dotados de endurecimento isotrópico, cuja expansão da superfície 
de escoamento é função de -ºe 
A função de escoamento ºe pode ser definida se-
gundo duas hipóteses: 
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- d - di: p) a ; g ªe e J (4.10) 
ou-.:. 
-
H (i:p) cf - di:p) H Ci:P) a ; + g ªe ; e (4.11) 
Utilizando-se (4.10) e (4.11) pode-se definir o 
parâmetro dÀ 
As condições de escoamento estabelecem que: 
> o se f (a) e 
(4.12) 
Após a plastificação df; dK (Cap. III), de onde se conclui que: 
mas 
• dÊ: ) p 
a fT 
da dK aa . ; ; 
ofT 




. (J e 
-
a e di:P 
di:p 
di: + g' ; 1 
p 







Pelo teorema de Euler, para uma função homogênea T . (J 
ref. [3.2], onde n e o grau de f em o 
em (4 .. 7), n ; igual a 1, resultando em: 
Para f definida 
(4.16) 
Das equaçoes (3.47) e (3.48), tem-se 
(4.17) 
Substituindo (4.17) em (4.16): 




a e = . (J e 
dÀ = di: p (4.18) 
Substituindo (4.14) em (4.13): 
O·fT 
O· ·d ' - (J = g ªº -
mas 
dK = dã e -+ H' - ~ -b_J (4.19) 
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De (4.19) conclui-se que H' e o coeficiente an 
gular da tangente a curva (ãe x dEP) definida experimentalmen-
te e algumas vezes substituída pela curva (o x dEP) do ensaio 
uniaxial (Capítulo III). 
por: 
se a: 
Corno 1 - 2 f = 3 °e 
Se utiliz~ssernos f(o) = J 2 , dÀ seria definido 
(4.20) 
Pré-multiplicando (4.20), por oT 
(4.21) 
Aplicando-se o teorema de Euler em (4.21) chega-
então: 
dEP dÀ 2 
1 ~2 o = . . 3 e e 
3 dEé dÀ = 2 
____E (4.22) 
ºe 
(sendo esta equaçao utilizada nos livros tradicionais (refs.[3.2, 
.3.3])). 
Pode-se agora provar que ambos os tratamentos em 
(4.4) e (4.5). se equivalem no que diz respeito aos incrementas 








Pela equaçao (4.18), tem-se: 
de: 13" = T p 
Pela equaçao 






~ aJ 2 






















Substituindo em (4.23) 
a equivalência de (4.4) e (4.5). 
~ por prova-se 
A formulação elasto-plástica quando aplicadaaorni 
todo dos elementos finitos, para efeito de programação, utiliza 
a seguinte equação de escoamento: 
(4. 25) 
Esta equaçao estabelece a seguinte condição de escoamento: 
F ( o (4.26) 
(que e idêntico a (3.36)). 
As deformações plásticas de:P nao sao nulas para 
um incremento do de tensões se F (o , Ep) > O 
ítern 3.1), bem corno a lei associativa aplicada a 
(hipótese "A" 
F e (J ' E ) nao - p 
conduz a nenhuma alteração já que e:p não depende explicitamen-
te de o 
Usando-se o mesmo desenvolvimento apresentado na 
ref. [4.2] pode-se agora obter a matriz constitutiva elasto-plá~ 
tica associada ao critério de von Mises 
dF o + + (4.27) 
Chamando 
a ; aF } { dCJ 
e 
tem-se: 
mas de (4.28) 
A - -
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l { 3F dE-p } = 
dÀ a1: p 
aT da - A dÀ = O (4.28) 
O incremento de deformações total e dàdo por: 
dE = D-l •do+ dÀ a 
Pré-multiplicando (4.30) por 
D 
T dE = a do + d\ • a T 
T D dE A dÀ dÀ T a = + a 
T D dÀ a = 
A + a • D a - -
Pré-multiplicando (4.30) por 
dE 














Substituindo-se dÀ em (4.32) pela sua expressao 
definida em (4.31): 
D d€ = do 
onde 
D T a a -+ T 
A + a 
D D = D 
-p -ep 
D - d€ (4.33) + 
D ª' 
(4.34) 
(matriz elasto-plástica) (rêf. [4.2]). 
do= D d€ 
-ep -
(4.35) 
Em (4.33) e (4.34) tem-se as seguintes especifi-
caçoes conforme o tipo do sistema estrutural: 
a = 
D - matriz constitutiva elástica, fornecida no ítem (4.1). 
a - gradiente da função de escoamento o qual, conforme o ti 
podo sistema estruturàl,ê definido por: 
~~I~~Q-~~~~Q DE_TENSOES_fref._14.211 
ôf(<::) 
sx ªº X 
aF af(~) ôf(o) 13 = = . sy ( 4. 36) ao a o a o 2 ;tJ:: y 2 
ôf(c;i:) 
atxy 2, xy 
a -
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SÕLIDOS_AXISSIMETRICOS_{ref. _14. 211 












oF y 13 = = = = 
ªª a cr af (<;!) 2 /J2 
2, 







O estado plano de defonnações é caracterizado por 
Ez = O e dEz = O , portanto o coeficiente A e o vetor a p~ 
dem ser modificados por condensação de Ez como mostrado a se-
guir (ref. [4.1]): 
dEe 1 -v o do X X 
dEe -v 1 o dcry y 
1 e 4. 39) = E 
e 
dyxy o o Z(l+v) o dTXY 
dEe -v -V o 1 dcrz z 
Os incrementos infinitesimais de defotmações .to-
tais dE podem ser definidos por: 
dE 1 o oF dcrx -v -v ~ X X 
dE 1 o clF dcry -v -v ºªy y 
dyxy 
1 o o Z(l+v) o oF d'xy (4.40) = E a:r-xy 
. dEZ -v -v o 1 oF dcrz aa z 
o oF oF oF clF - A dÀ 
"ªx ºªy "'xy ºªz 
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Fazendo-se dEz = O em (4.40) pode-se simplifi-
car a matriz constitutiva do estado plano de deformações: 
dE)C = 
dEX = 
do \) z 
E doy + -E-+ (4.41) 
aF do 
dOX X 
+ aF dT 
dTxy xy 
+ aF • do - AdÀ = o 
ªºz . z 
do X -r -





Substituindo-se (4.43) em (4.44): 
vdoy 
[ v (dox + . cJ:F dÀl' + 
aF \) do )-E dÀ E E ~ ªºx y z 
dox 
\) 2 + \) 
doy 
õF -ªE..) + e-· - ... v dÀ E ª·ºx âoz 
Do mesmo modo que em (4.45), tem-se: 
\) + \)2 
do + 1 
- \) 2 
doy e -ªE.. -ªE..) + + \) E X E ªºy ªºz 
(4 .42) 
(4.43) 
e 4. 44) 
(4.45) 
dÀ (4.46) 
+ A) <lÀ = O 
(4.47) 
Pode-se agora escrever (4.45), (4.46) e .(4.47) 
em forma matricial: 
1 - \)2 - (v 2 + v) 

























Portanto para o estado plano de deformações ove-
tor a e o coeficiente A em (4.33) sao expressos por: 
a = = 
e 





4 J 2 z 
(4.49) 
(4.50) 
4.2.1 - Histórico de Tensões e Deformações para o Modelo Elasto-
Plástico de von Mises 
Seja um ponto material (ponto de integração do el~ 
menta isoparamétrico) submetido a um estado de tensões o e de -o 
formações E na região elástica interior a superfície de escoa -o 
menta. Devido ã ação de um agente externo adiciona-se ao estado 
de deformações E um incremento dE -o Supõe-se .. inicialmente 
que o incremento de tensões do seja elástico, ou seja: 
do= D 
Somando-se do a a -o 
(4.51) 
podem ocorrer duas situa-
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çoes: 
e r o E -
1) F (~º + da ;:P) < o ... 
de:P = o 
O estado de tensões a= a + da encontra-se no 
-O 
interior ou 
sobre a superfície de escoamento (Fig. 4.2) . 
2) F ( a + -o 
.... F(.Q,Ei>) < o 
I , 
' I • 
da 
FIG.[4. 2] 
;: ) ), o p 
Agora o estado de tensões 
dEe r o -
de:P r o -
a= a + da encontra--o 
se fora da superfície de escoamento. Como ~o está .na região 
elástica (F(a) < O) -o 
e necessário que se determine um parame-
tro r , de tal modo que: 
F ( a · + rda 
-O 
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Este parâmetro pode ser obtido diretamente da equaçao de escoa-
mento. 
Introduz-se o = <!o + r do na equaçao /3 /J2 = ãe 
extraindo-se o valor de r , o qual ê dado por: 
onde/. 
= (- B'+ /e2 - S,x· T) 
r S. (4.52) 
s = nx 2 + DY 2 + nz 2 + z x ns 2 
B = sx x nx + sy x DY + sz x nz + z x 'xy x ns 
DM 
(do +. do + 
= . ,---x--- -· -y-· 
3 
DX = dox - DM 
DY = doz - DM 
DZ = doz - DM 
DS = dT xy 
O estado de tensões ã =<!o+ r do encontra-se 
sobre a superfície de escoamento, o que permite a partir de o 
calcular o incremento de tensões dã em regime elasto-plástico. 
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Com o valor de r pode-se definir também a par-
cela do incremento de deformações dE , na qual ocorrem deforma-
çoes plásticas: 
dE = (1 - r) dE (4.53) 
O estado de tensões a sobre a superfície de es-
coamento atualizada é fornecido por: 
ciE 
a = a + I - D de - - ~ep (4.54) 
o 
onde 
D . { aF } . { aF }2 D 
À - 8a - 8a 
C12ep) = D -
a a (4.55) 
o .clã T {. -ªE ( _e -) + { 3F } . • D } 
dEP 
a a a a 
- a o a - -









(E) e a deformação plástica efetiva acumulada durante o escoa 
p -o 
ment6 do material atê a filtima superfície de escoamento gerada, 
para a qual fCcr) = e;;. ) -e -o 
Além do incremento de tens6es elasto-plásticas em 
(4.54) deve-se também calcular o incremento de deformação plást~ 
ca efetiva associada a dE 
onde. 
ar 




= dÀ = J -
o 
= 























Como dÀ = dEP , adiciona-se este valor a (E) p -o 
de modo a obter o ºe atualizado.responsável pela nova superfí-
cie de escoamento (Fig. 4.3). 
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ª• 




As integrais em (4.54) e e 4 . s6 ) sao calculadas nu 
rnericarnente por subdivisões de dE e a cada passo da integração 
urna correçao adicional deve ser feita: 
l i-1 
(~ep) i-1 ÔE (4.58) (J = (J -+ 
(J 
i = 1 ' ... ' n 
T D 
~i -i-1 a -E = Ep + e T ) ÔE (4.59) p A + a D a i-1 
(J 
102 
1=1, ... ,n 
onde 
oº = o 
on = o 
-o = (EP) -E e -p o ~n 
E = (E ) + dE 
dE: -p p - p o 
OE = -·n 
onde n é fornecido semi-empiricamente e sugestões quanto a sua 
obtenção podem ser encontradas nas refs. ( 4. 2 e 4 .13]. 
Calculado o estado de tensões o1 do i:..êsimo 1n-
cremento,em(4.58) e a correspondente tensão efetiva, tem-se o se-
guinte erro: 




Adota-se aqui a mesma correçao utilizada na ref. 
[4.2] , na qual o incremento corretivo de tensões õo e conside 
rado normal à superfície de escoamento: 
ºº = k { 
aF } (4 .61) . ão i o -
F (e:,: l EP) = Fl -+ 








Substituindo (4.61) em (4.62): 
aF T 3F 
Fl + { } . k • { ão } = o + ªª i l a a -. 
k 
Fl 
(4.63) = T 
{ oF } { oF } 
ão i ão ~l 
a a - -
O incremento corretivo e então dado por: 
éa 
Fl . { oF } ( 4. 64) = - ão + T 
{ aF } { oF } l ão ão a i (jl a -
F ( <z 1 + ó_cr) - O (4.65) 
Ap6s o tirmino da sequência de cilculo anterior 
tem-se o estado de tensões (do ponto de integração em estudo)co~ 
rigido a superfície de escoamento atualizada ao campo de deforma 
çoes correspondente. 
A formulação elasto-plistica anterior ao ser apli 
cada a materiais com comportamento plistico-perfeito utiliza a 
mesma sequência de cilculo, porim com as seguintes característi-
cas: 
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-ºe - constante durante o escoamento 
dÕ 
...::...E. ~ O (zero) 
di:p 
Quando o estado de tensões o encontra-se sobre -o 
a superfície de escoamento e devido a açao de um agente externo 
ocorre um incremento de deformações d_e: , suposto inicialmente em 










de: e f O 
- descarregamento 
- carregamento 
No segundo caso se utilizaria o mesmo processo a~ 
terior para o cálculo do estado de tensões final, porém o param~ 
tro r seria zero. 
Observa~ão: 
A matriz elasto-plástica em (4.55) e o parâmetro dÀ em (4.56) 
estão apresentados na forma em que sao utilizados para solução 
de estado plano de tensões e sólidos axissimétricos. Em proble-
mas de estado plano de deformações estas sao alter adas pelo acres 
(~) 
2 
cimo no denominador do termo E e da utilização do vetor 
"ºz 
a apropriado - (equação (4.49))_. 
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4.3 - FORMULAÇÃO ELASTO-PLÁSTICA ASSOCIADA AO CRIT~RIO DE MOHR-
COULOMB 
No Capítulo III sao estudados dois critérios:Mohr 
-Coulomb "Tradicional" e Mohr-Coulomb "Modificado". Ambos nao 
apresentam explicitamente funções de escoamento e serão analisa-
dos somente para o comportamento plástico-perfeito. 
Mohr-Coulomb Tradicional (equação (3.63)) 
= ºm sen q, + o (cos e - 1 sen e sen cj,) - c · cos q, 
/3 
Mohr-Coulomb Modificado (equação (3.91)) 
Por conveniência, todas as· variáveis envolvidas 
sao especificadas novamente: 
o = I~ = /o.so (S2 X 
e 1 (-= 3 are sen 
CI. = 
+ 
ºx + o + o y z 
3 
s2 + s 2) + y z 
3 13" J3 
-2-~) -
o 
- 12 sen 2 q, 
(3 - sen q,) 2 
(4 .66) 
T2 + T2 + T2 (4.67) xy ·xz yz 
1T ' e 1T - < < 6 6 - - (4.68) 





S = 24 c cos ~ sen ~ 
(3 - sen ~) 2 
= 12 (XA 2 ' sen 2 ~ - c 2 cos 2 ~) y 
(3 - sen ~) 2 
(4.71) 
(4.72) 
A matriz constitutiva elasto-plástica de ambos os 
critérios é deduzida com base na lei associativa de escoamento, 
(ref. [3.11]): 
e na condição de escoamento: 
= dÀ af 
ãa 
f(c_i) = O 
afT 
e df = o + ao d_o· = o 
(4. 73) 
(4. 74) 
Com (4.73) e (4.74) a matriz constitutiva é obti-




dÀ = T 
a D • a 
D• a• aT D 
D - =·--D----- --------ep T a D a 
af a = 
ªº 





As equaçoes (4.75), (4.76) e (4.77) se aplicam ao 
estado plano de tensões e sólidos axissimétricos, porém em estru 
turas caracterizadas por estado plano de deformações estas equa-
çoes sio modificadas pela alteração do parimetro A e vetor a 
como apresentado em (4.49) e (4.50), resultando em: 
T 
D a 
dÀ = d_E (4.78) 




D . a . a . 
D D - - -= --ep 
E ( -ª--f_) 2 T + a D a 
ªª -
e 4. 79 J 
z 
3f + V 3f 
ªªx ªªz 
af + af (4.80) a = 
ªªy 
V ão - z 
af 
~ xy 
As equaçoes dos critérios de Mohr-Coulomb Tradi-
cional e Mohr-Coulomb Modificado são funções explícitas de ªm , 
Por este motivo, os gradientes de fl Cc:i:) e fz e<?:) 
sio fornecidos por: 




af 2 af2 Cam , Õ , J 3) ªª ªª 
aJ 3 
ao Ca) = = c1 .........!!!. + C2 + C3 ao ªª ªª ªª - - - -
C4.82) 
onde, em C4.81) 
c1 = 
af1 Com , Õ , J 3) C4.83) 
ªºm 
C2 
af1 Com , Õ , J 3) C4.84) = 
aã -
c3 = 




af2 Com,Õ,J3) C4.86) = 
ªª m 
Cz = 
af 2 (om,Õ,J3) C4.87) 
ªº 
c3 = 
af 2 (om,Õ,J3) C4.88) 
aJ3 
Todas as constantes anteriores estão fornecidas nas Tabelas 4.1 
e 4.2. 
= s en · <j> 
c
2 
= cose [ c1 + tg e tg 3 e) 
= 
/"3 · [ sen e + 1 / /"3 sen <P 





· (tg 3 e tg 8) J 
TABELA 4.1 - MOHR-COULOMB TRADICIONAL APRESENTADAS POR NAYAK & ZIENKIEWICZ 






[ci + k) - (1 - k) sen 3~ 2 + [ci + k) - (1 - k) sen 3~ • ~ (1 - k)J • co s 3 e • tg 3 e 
k = (3 sen T) 
( 3 - sen "'J 
sen 3~ 1T . [c1 - k)] [ci + k) - (1 - k) 
c3 = 
• 3 
4 k 2 õ 
TABELA 4.2 - MOHR-COULOMB MODIFICADO DEDUZIDAS NO PRESENTE ESTUDO 
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Definidas as constantes c
1 
, c 2 e c 3 de ambos 
os critérios de escoamento, apresenta-se a seguir o gradiente da 




' ão e 
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- 2 se .. T rz 











(1 + v) 
(1 + v) 
zõ 
o 
ESTADO PLANO DE DEFORMAÇOES 
2T xy 
S S + \) (S S - T 2 ) y Z X y xy 
S S z + \! ( SX S - T 2 ) 
X Y xy 






(1 + v) 







(4.78) e (4.79) é então 
E ·cl.L) 2 . ªº encontrado no denominador de 










( _!_ + 
3 
ESTADO PLANO DE TENSÕES -----------------------
s 
X 
sy + C3 
- '[2 ) + 
xy 
\ 
2T xy - ZS 1' z xy 








4.3.1 - História de Tensões e Deformações para o Modelo Elasto-
Plástico de Mohr-Coulomb 
Seja um ponto material submetido a um estado de 
tensões o correspondente a um campo de deformações E na re 
-O -O 
gião elástica, interior à superfície de escoamento. Devido a 
açao de um agente externo é adicionado a E um incremento 
-O 
o qual é considerado inicialmente em regime elástico, o que im-
plica em: 
do= D dE 
Somando-se do a q
0 
, podem ocorrer duas situações: 
1) f(o + do) < O + 
-O 
dEP = 0 
(4.93) 
114 
O estado de tensões encontra-se no interior ou sobre a superfí-
cie de escoamento. 
2) f(o + do) >O+ 
-O 
O estado de tensões o= o + do estâ fora da 
- -o 
superfície de escoamento. Como f(o) < O é necessârio que se 
-O 
determine um ·.parâmetro "r" , de tal modo que: 
f(~
0 
+ r d_o) - O (4.94) 
No critério de von Mises o parâmetro "r" é ob-
tido diretamente da equação de escoamento, porem nos critérios 
de Mohr-Coulomb a transição entre a região elâstica e plâstica 
é determinada iterativamente através de aproximações lineares . 
Neste processo admite-se que a variação da função de escoamento 
seja linear entre os estados de tensões o e o 
-O 
Como mostra 
do.:a seguir, a equaçao cfe: = (1 r) d_e: nao pode ser usada em 
casos de mais de uma iteração. O incremento dE resulta da di 
ferença entre a deformação final e: associada ao estado de ten 
soes o (fora da superfície) e a deformação e: calculada ite-
rativamente, a qual corresponde ao estado de tensões o 
a superfície. 
sobre 
A equaçao que fornece r a cada passo da itera-






+ G- r)dó 





Na Fig. 4.4, os triângulos abc e cde sao seme 




) (1 - r) • do = f(o) • r do 
- f(o) do+ f(o) r do= f(o) • r • do 
-o -o 
r = 
f(o) -o F o 
- f (o) - f (o ) 
- -o F - F 1 o 
F = f(o) 
O -O 
F1 = f(o) 
(4.95) 
Estabelecida a fórmula que fornece explicitamente 
o valor de r o processo iterativo fica totalmente definido. Na 
Fig. 4.5 este ê apresentado em fluxograma, incluindo também a 
aplicação da formulação elasto-plástica sobre dE 
ARMAZENA 
.Q. PARA O 
PONTO DE 
.de:= .E;.- E - .-
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d.J;I = º. d_E: 
Q. ·,O. .Qo+d2. 
~ = ~+d€: 
Fo = f( 
' 
2 J-----al 
r = _ _._F...._n __ 
F, -Fo 






' @=C1 - r)oo 
de: =e, - r ).de: - -
F,; = f (si) 
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1 Ô€: Q!'. 
- n 
3 ,,_ ______ ..:,,,{ i =1 , n 
3 
i d._, CD ) 
Q.= - + • ep d-1 • 
NAO 
cá 
ao término da recursividade (3),tem-se o estado de tensoes 
cor rjgido e atualizado à superficie de escoamento 
FIG,[4.5] 
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Ao término da recursividade 3 tem-se calculado o 
estado de tensões a atualizado(do ponto de integração em estu-
do)e corrigido à superfície de escoamento. 
Quando o estado de tensões a encontra-se -o 
sobre 
a superfície de escoamento e a este é adicionado um incremento 
da (inicialmente elistico), duas condições podem ocorrer: 
1) 
O estado de tensões a + da 
-O 
descarregamento 
esti na regiao elistica, no inte-
rior da superfície de escoamento. 
J ,,, f- o 
2) f (a + d~) > o carregamento -o },' f- o 
O estado de tensões esti fora da superfície de escoamento. O in 
cremento elasto-plistico de tensões é calculado pelo mesmo proc~ 
dimento anterior, com r = O , avançando diretamente à etapa (1) 
do fluxograma. 
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V - MODELO DE INTERFACE 
Frequentemente os sistemas estruturais sao forma-
dos por um conjunto de "meios" que interagem entre si através de 
interfaces (ou superf{cies de separaçãoJ,as quais podem ser elas 
sificadas como descontinuidades de contorno cinemático. 
Em dinâmica, o comportamento f{sico dessas inter-
faces exige um tratamento mais ~auteloso, tanto no que diz res-
peito ao desenvolvimento teórico do modelo matemático, como na 
análise experimental. Dentro desta área, os problemas relacio-
nados com a interação solo-estrutura agrupam-se em uma sub-área 
de pesquisa, à qual já existe um grande número de modelos imple-
mentados, refs. [5.3, 5.4: 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16] e 
outros. 
No presente estudo as inte.rfaces sao simuladas por 
um elemento especial, conhecido por elemento de junta, cujo nome 
decorre de sua usual aplicação na análise estática de maciços ro 
chosos, refs, [5.1, 5.2, 5.6, 5.8]. 
5.1 - COMPORTAMENTO FÍSICO DE UMA INTERFACE 
Uma descontinuidade em um maciço rochoso ou em um 
modelo estrutural qualquer,Fig. 5.1, pode ser razoavelmente def! 
nida em_·, suas dimensões geométricas e é classificada como junta. 
Uma caracter{stica favorável e necessária à análise de uma junta 
e a pequena espessura, o que permite relacionar o seu .comporta-
mento f{sico com os deslocamentos relativos entre as duas super-
f{cies que a delimitam (segundo a direção longitudinal). Goodman, 
refs. [5.1 e 5.6), em seu modelo matemático e experimental não co~ 
sidera a espessura, porém no presente estudo, como na ref. [5.2) 
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a mesma é utilizada com a finalidade de tornar admensional o cam 
pode deformações. Esta característica é importante no estudo de 
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A deformabilidade de uma junta e analisada segun-
do duas propriedades físicas: 
- rigidez a deformação normal 
- rigidez a deformação cisalhante 
Ambas são obtidas por intermédio de modelos redu-
zidos ou através de ensaios realizados com amostras representati 
vas ou artificiais. 
IT: 
., .. 
I • •: ~·. 
\~.'(\ 












Normalmente as juntas se caracterizam pela rela 
çao não-linear entre (tensão x deformação), sendo tal comport~ 
mento evidenciado experimentalmente. Por exemplo, na Fig. 5.2, 
ilustra-se o ensaio . a deformação normal de um corpo de prova· em 
três situações diferentes: 
cp corpo de prova virgem 
.l 
. cp2 é o mesmo corpo de prova cp 1 . dotado de uma fis-
sura criada artificialmente 
cp 3 - é o corpo de prova cp 2 , com a disposição.da fi~ 
sura alterada, por exemplo, por um giro da parte 
superior. 
Como resultado dos ensaios em 
tem-se as curvas respectivamente. 
cp'z' e. cp 3 , 
Subtraindo-se 
' a parcela de deslocamentos associada a curva c1 das curvas c 2 
e c 3 , obtém-se a relação (a x E) não-linear de ambas as fis-
suras, Fig. 5.3. B visível nas curvas e a 
variação do coeficiente de rigidez. 
o 
""=========-------------------~~..;,.. LSvn 
DESL. NORMAL DA JUNTA 
FIC.,[5-3] 
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A rigidez à deformação cisalhante de uma junta e 
também uma propriedade não-linear e é conseguida por ensaios 
apropriados ·dotados de controle da tensão normal aplicada. Na 
Fig. 5.4 ilustra-se o esquema do ensaio e uma curva típica para 
vários níveis de tensão normal. 
controle de pressão 
·J----==------. 
defletometro 
.r • ,. 
ni veis de •' 
'tens.<'io normal 
, , ,, 
va (T X ÍIU) 
ó, 1 
~ , , , , , 
F I C.[5.4.J 
E interessante observar a forma assumida pela cu~ 
com a variação da tensão normal aplicada. As ins-
tabilidades durante a deformação tangencial são associadas com a 
liberação súbita de energia quando as tensões cisalhantes atin-
gem o valor máximo para o nível de tensão normal aplicado. A im 
portância de se ter o controle da tensão normal reside na possi-
bilidade de verificar o fenômeno de dilatância. A partir deste, 
costuma-se classificar as juntas em duas categorias: dilatantes 
quando durante a deformação cisalhante há expansão ou contração 
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(o que indica o acoplamento existente entre a deformação normal 
e a cisalhante) e não dilatantes em caso contrário. 
No presente estudo apenas as juntas não-dilatan-
tes sao analisadas, porém nas referências [S.2 e 5.10] um trata-
mento adequado ao comportamento dilatante e apresentado. 
Para uma junta não-dilatante a matriz constituti-
va utilizada na formulação do modelo matemático e desacbplada, 
sendo dada por: 
onde, 
cs - coeficiente 
e n - coeficiente 
/':, us 
f: .. = 
~ s 
/':, vn 


















lativos entre dois pontos 
e ti V n sao os deslocamentos re 
1 e 2 pertencentes respectivamente ao 
topo e à base do elemento em uma mesma direção normal ao eixo lon 
gitudinal. O modo como estes deslocamentos relativos são calcu-
lados a partir do comportamento físico é ilustrado na Fig. 5.5 
para um problema simples, em que os deslocamentos relativos im-
postos são constantes segundo a direção longitudinal. 
··-·~·-=:·:·· 
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"•n ' .!. ~h.. T ·On = C,, • livn -h-
DEFORMAÇÃO CISA LH ANTE 
FIG,[5.5] 
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Ao se estender o estudo anterior aos problemas de 
interação solo-estrutura, Fig. 5.6, as juntas recebem a denomin~ 
ção mais geral de "Interface". Um número de fatores podem ·con-
tribuir para a complexidade do comportamento da interface. Estes 
fatores podem incluir a modificação das propriedades do solo de-
vido 'a migração de umidade e amolgamento, possibilidade da rotu-
ra ocorrer em zonas fora .da interface e dificuldades na obtenção 
dos parâmetros físicos. 
ESTRUTURA s 
\ 
Na interface, devido a baixa resistência introdu-
zida pelo solo, predomina o comportamento não-dilatante, o que 
conduz a uma matriz constitutiva desacoplada. Como mencionado 
na ref. [5.3], o coeficiente de rigidez à deformação normal .po-
de ser escolhido arbitrariamente, porém, para a análise dinâmica, 
o seu valor exerce uma influência mui to grande _no comportamento 
da interface. Valores elevados próximos à rigidez do material 
da estrutura podem conduzir à reflexão das ondas de pressao, des 
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ligamento das superfícies ou instabilidade na integração no tem-
po. Por observação da propagação das ondas de pressão·: pode-se 
concluir que o coeficiente de rigidez ã deformação normal da in-
terface é controlado pela rigidez do solo. 
A importância fundamental do elemento de interfa-
ce em problemas de interação é permitir o movimento relativo en-
tre os dois meios. Por este motivo a análise da interface, quag 
do submetida a deformações cisalhantes, é mais criteriosa. Para 
isto existem alguns tipos de ensaios levando em consideração efei 
tos estáticos e dinâmicos (ref. (s. 3]1 
As juntas ou interfaces devem ser analisadas tam-
bém quanto ao sinal da deformação normal. Se esta for de tração, 
indica que houve um desligamento da descontinuidade ~no referido 
ponto, o que conduz a um estado de tensão nulo. Esta condição, 
em dinâmica, nao e definitiva, podendo o mesmo ponto vir· a fe-
char-se num tempo t posterior. Após tal ocorrência, consider~ 
ções sobre a mudança das propriedades físicas do material da in-
terface são necessárias, sendo a escolha do novo comportamento 
função do problema em estudo. 
B conveniente salientar que o tratamento matemáti 
co apresentado nos !tens 5. 2 e 5. 3 é aplicado tanto · nas juntas 
como:: nas interfaces. A diferença reside somente .. na· escolha ade 
quada de ensaios e parâmetros físicos. 
5. 2 - MODELO MATEMÁTICO PARA O ESTADO PLANO DE TENSOES E ESTADO 
PLANO DE DEFORMAÇOES 
,C-0J1hecido o comportamento físico ·das·· · interfaces 
(ítem 5.1) e sabendo-se que este é analisado em função dos desl~ 
camentos relativos entre o topo e a base do elemento, desenvolve 
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-se agora o respectivo modelo matemático. A continuidade do cam 
pode deslocamentos relativos no domínio do elemento é consegui-
da por interpolaçio dos respectivos valores nodais, .·sendo esta 
conduzida segundo a direçio longitudinal do elemento de interfa-
ce. Inicialmente os modelos sio desenvolvidos assumindo-se va-
riaçio quadrática dos deslocamentos, mais tarde particularizados 






L... _______ ~ __ -=:::=:::::_~x 
FIG.@.fr 
- -- ··--------~ 
Para o .elemento de interface apresentado na Fig. 
5.7, os deslocamentos relativos nodais sio definidos por: 
u. u + !::, u. 
l p l 
v. ; V + !::, v. 
l p l 
um u + !::, u n m (5.2) 
V ; V + !::, V m n m 
u. uq + !::, u. J J 
v. ; V + !::, v. 
J q J 
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Com os deslocamentos relativos referidos ao siste 
ma global deve-se obter os deslocamentos relativos referidos ao 
sistema local (s x n) , o que pode ser feito com o uso da matriz 


















Esta transformação e atendida por: 
SISTEMA LOCAL SISTEMA GLOBAL 
( 6 li). a b o o o o 6 u. s l l 
( 6 V). -b a o o o o 6 v. n 1 l 
(6 us)m o o a b o o 6 um 
= 
(6 vn)m o o -b a o o 6 vm 
(6 us)j o o o o a b 6 u. J 
(6 V ) . o o o o -b a 6 v. 
n J J 
(5.3) 
onde, 
a = cos 8 
b = sen 8 
A partir dos deslocamentos relativos nodais refe-
ridos ao sistema local, define-se o campo de deslocamentos rela-
tivos no domínio do elemento: 
6 us = N. (6 li). + N (6 li ) + N. (6 li ) . l s l m s m J s J 
( 5. 4) 
6 vn = N. (6 V ) . + N (6 vn)m + N. (6 vn) j l n 1 m J 











O campo de deformações (Ítem 5.1, Fig. 5.5) e en 
tão dado por: 
!!. us 
(!!. us) i 
N. o N o N. o (!!. vn) i E -h-s l m J 
1 
(!!. us)m (5. 8) E = = = n 
!!. vn 
o N. o N o N (!!. vn)m En -h- l m 
(!!. us) j 
(!!. vn) j 
Da.substituição de (5.3) em (5.8) resulta a expre~ 
sao final das deformações em função dos deslocamentos relativos 
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referidos ao sistema global: 
N. o e:s 1 
1 
= li 
e:n o N. 1 
a N. e:s .1 
- 1 - h 
-b N. e:n 1 
1 N .. e:n = li {-b t, 1· 
( 
a b o o 'O o t, u. 
" 1 b a o o o o t, V-
~ o N- o 
1 
J o o b o o t, a u m (5 .9) 
o o -b a o o t, vm o ~ o N o o o o b t, a u. 
J 
o o o o -b a t, V-
J 










a Nm b N a N. b N. 
1 
m J J t, u m (5 .10) 
t, V 
-b N a N -b N. a N. m m m J J t, u. 
J 
B t, V. -
J 
t,U -
t, v. + a N 
1 m t, um + b Nm t, vm + a Nj 
+bN. t,v.} 




N. t, b N t, Nm t, v. . - um + a V 1. .. 1 m m 
- b N. t, u. + a N. t, V.} (5. 12) 
J J J J 
O vetor de deslocamentos relativos t,U em (5.10) 
e calculado através do seguinte produto matricial: 
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llu o o o o o o o o 1 o -1 o up m 
vp (5.13) = 
llv 
m o o o o o o o o o 1 o -1 uq 
vq 
llu. 1 o o o o o -1 o o o o o um 
J vm 
u 
Íly. o 1 o o o o o -1 o o o o n 
J vn 
T u 
Com (5.10) e (5.13) fica estabelecido o campo de 
deformações no instante t como função dos deslocamentos nodais: 
onde ~G e o resultado do produto matricial B • T ,apresentado 
em ( 5. 14) : 
aN. bNj aN. bN .. . -aN. . ~bN. -aN . -bN. aNm bN -aN . -bN J l l 1 l J J m m m 
1 B = -
-G h 
bN. aN. -bN. aN. bN. -aN. bN. -aN. -bN aNm bNm -ai-\n 
J J l l 1 l J J m 
~G e s. 4) 
Determinando-se o campo de deformações no dominio 
:l 3 4 
do elemento, pode-se com a matriz constitutiva (apresentada em 
(5.1)). calcular as tensões com as quais são obtidas as forças 
nodais internas. 
Pelo princípio dos trabalhos virtuais as forças 
nodais internas são fornecidas por: 
t iR 
.-re = f (5.15) 
V 
Esta integral e resolvida numericamente por :Gauss 
Legendre. 
r BT t dV Jl BT t h thic L ds (J = • (J . . . 2 = -G -G 
V -1 
h ' thic ; L Jl BT t (J ds - 2 -G (5.16) 
-1 











BTG Cs-l • t(J Cs-l 
- l l 
onde, 
-1 
h - espessura do elemento de interface 
thic = 1 - estado plano de deformação 
thic = t dimensão do elemento na direção Z (estado pla-
no de tensões) (Fig. 5.10) 
w. - constante de integração de Gauss-Legendre 
l 





z FIG, @. 10] 
O desenvolvimento matemático do elemento linear 
da Fig. 5.11 e o caso particular do elemento qudrático, bastan-
do para isto eliminar nos arranjos anteriores as parcelas asso-






5.3 - MODELO MATEMÁTICO PARA SÕLIDOS AXISSIMETRICOS 
O tratamento matemático utilizado em sólidos axis 
simétricos é idêntico ao anterior. Corno diferença básica, tem-
se o acréscimo da deformação circunferencial, calculada por: 
onde· 
u 
Ee = R (5.17) 
u = deslocamento radial de um ponto no domínio do elemento 
com raio R. 




= n (5.18) E En ----ii--
u 
E9 R 
Corno em (5.4), Í', u e Í', u sao interpolados s n 
·dos respectivos valores nodais, ou seja: 
ló u s 
ló vn 
onde 
= N. (ló u ) . + N. (ló u ) . 
1 S 1 J s J 
= N. (ló vn)i + N. (!J. V ) • 1 J n J 
O deslocamento radial u 
Í', u 
u = ubase + -z-
+ N (ló us)rn rn 
(5.19) 
+ N (ló V ) rn n rn 
e dado por: 
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u · - ~ o deslocamento radial na base do elemento base,, 
(', u ---y- - deslocamento relativo radial entre a superfície me 
dia do elemento e a base. 
A continuidade do deslocamento radial no domínio 
do elemento é conseguida por interpolação dos deslocamentos ra-
diais nodais, tomados em relação à superfície média. 
(', u 
u"' + -( u + ----1!!.) N + n 2 m (5.20) 
Com as equaçoes (5.17, 5.18, 5.19 e 5.20) pode-se escrever 




N. N. b Nm a N b N. N. b 
1 a a 
. 1· 1 m + _l_ o o o t, um ES 11 -h- -h- -h- h 
(', V 
Ni b N. N b N N. b N. a 
m a a 
1 m m -+ + o o o (', u. En = --h- -h- --h- -h- J 
N. N N. N. N N. 
(', v. 
J 




Do produto matricia1 em (S.21),obtém-se as expre~ 






- b N nu + a N n V - b N. 
rn rn rn rn J 







z + N. u + 
l p 
N u + N. 
rn n J 
(5.24) 
Corno no Ítern 5.2, pode-se escrever a matriz ~G 
~G 
N. b . N. a N. b N. a N .. b 
+ ·.l · l. + .1 -11-11- - -'-t-
N a .N b .N. a ... N b rn rn . rn •· rn 
-h- 11-11 -11 




















O campo de deformações em um instante t , em fun 
çao dos deslocamentos nodais,é então dado por: 
(5.26) 





e o o 
s 
D = o e n o (5.27) 
o o ce 
onde · 
-~e - coeficiente de rigidez circunferencial 
Uma vez calculada ~G (5.25) e conhecido o estado 
de tensões no instante t (5. 27) , pode-se definir o vetor de 





. T t dV I BT t L R • h di; = ~G a = a 2 . • = -re -G 
V -1 
h • L Jl BT t R dl; = a . • = 2 -G 
-1 
h L 
i:: BT ( I; . ) t ( I; . ) R ( I; . ) = w. . a . 2 i l -G l l l 
R - raio do ponto de integração na superfície média 
i;. - coordenada natural segundo a direção longitudinal 
l 
w. - constante de integração de Gauss-Legendre 
l 
Como no ítem 5.2, o elemento linear é o caso par-
ticular do elemento quadrático, cuja formulação é conseguida pe-
la eliminação nos arranjos anteriores dos termos associados à N . 
m 
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VI - MODELO DE FLUIDO 
O comportamento hidrodinâmico de fluidos é estuda 
do por um modelo simplificado ref. [2.11], no qual o fluido é CO!!_ 
siderado como um sólido elástico com resisténcia nula ao cisalha 
menta. O~ meio fluido é discretizado por elementos finitos isa 
paramétricos. com lei constitutiva apropriada. 
6.1 - LEI CONSTITUTIVA 
Para um material elástico isotrópico a matriz de coe 
ficientes elásticos pode ser escrita por: 
1 1 1 o o o 4 2 2 o o o 3 -3 -3 
1 1 1 o o o 2 4 2 o o o -3 3 -3 
D 1 1 1 o o o K + 2 2 4 o o o G = -3 -3 3 
o o o o o o o o o 1 o o 
o o o o o o o o o o 1 o 
o o o o o o o o o o o 1 
i5 i5 (6.1) -
onde: 
K - constante de deformação volumétrica, (ref. [z. 20]) 
G - constante de deformação cisalhante 
Para o fluido idealizado e necessário inserir na 
matriz D em ·( 6 .1) uma constante K - apropriada e G = o (o que 
pressupoe ausência de viscosidade), resultando em: 
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1 1 1 o o o 
1 1 1 o o o 
1 1 1 o o o 
D = K e 6 • 2) 
o o o o o o 
o o o o o o 
o o o o o o 
A matriz Õ , quando particularizada aos sólidos 
axissimétricos e estruturas caracterizadas por estado plano de d~ 
formações .. é dada por: 
Estado_Plano_de_Deforma~ões 
ªx 1 1 o E: X 
ªy = K 1 1 o E:y e 6. 3) 




1 o 1 E: r r 
a 1 o 1 E:z z K = 
r 
T o o o Yrz rz 
ªe 1 o 1 €8 
e 6. 4) 
De posse das matrizes de coefiéientes elásticos 
(6.3) e (6.4), as forças nodais internas são obtidas da maneira 
usual, como apresentado no Capítulo II. 
6.2 - AMORTECIMENTO 
As forças dissipativas de amortecimento gerad~s no 
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movimento vibratório. em meio fluido, sao devido à viscosidade. ,· 
Estas forças resultam em um sistema adicional de tensõe:3),as quais 
sao funções das velocidades de deformação, (ref. [2.ll))e são da-
das por: 
ta' = µ • ii B 
t. u (6. 5) 
onde µ e a viscosidade do fluido. 
Com a equação (6.5) as forças viscosas sao forne-
cidas por: 
onde 
e = J -µ 
Vol 
ta I dv = e 
-µ 




obt6m-se as foiças dissipativas: 









t-l'lt t e 1 t-l'lt u = -µ t, t 
(6.6) 
(6. 7) 
( 6. 8) 
(6. 9) 
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Estes vetores podem então ser incluídos no algo-
ritmo apresentado no Capítulo II. O amortecimento do fluido, no 
presente estudo, nao foi implementado e sera motivo de desenvol-
vimento futuro. 1 
/ 
6.3 - CONSIDERAÇOES GERAIS 
Este modelo simplificado tem fornecido resultados 
satisfatórios no que diz respeito i propagação de ondas elásti-
cas em fluidos confinados e quando utilizado em problemas de in-
teração sólido-fluido, ref. [2.11]. Neste Último caso,condições 
de contorno compatíveis com a interface existente devem ser for-
necidas. Modelos mais sofisticados quanto ao tratamento teórico 
e análise do comportamento interativo sólido-fluido têm sido es-
tudados, como por exemplo nas referências 
6.7, 6.8 e 6.9]. 
[6.1, 6,2, 6.3, 6.4, 
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VII - RESULTADOS 
7.1 - VIGA BI-APO.IADA 
· Neste exemplo analisa-se a resposta dinâmica de 
uma viga bi-apoiada submetida a um carregamento distribuído cor-
respondente a 75% do valor estático de colapso. Na Fig. 7.1 es-
tão apresentadas as dimensões geométricas e propriedades físicas 
da viga, bem como o modelo discreto utilizado. O material da vi 
ga segue o critério de escoamento de von Mises e comportamento 
plástico perfeito. A discretização valeu-se de seis elementos 
isoparamétricos com oito pontos nodais e integrados 
(2 X 2). 
por · Gauss 
O propósito desta análise e comparar as soluções 
elástica e elasto-plástica obtidas pelo presente estudo (Fig. 
7.2)com as soluções fornecidas pelo método de Newmark (NONSAP 
ref. [7.6]). 
A boa concordância entre as soluções elásticas ser-
ve como apreciação do desempenho do algoritmo de diferença cen-
tral e da matriz de massa agrupada. A precisio conseguida na so 
lução elasto~plástica prova de modo evidente a eficácia do inter 
valo crítico utilizado na integração no tempo em correspondência 
com as explicações relacionadas à instabilidade do referido alg~ 
rítmo nas integrações em meios elasto-plásticos. 
7.2 - CHICOTEAMENTO DE TUBULAÇÕES (Pipe Whip Problem) 
Em reatores nucleares as tubulações que funcionam 
sob altas pressões ao se romperem sofrem chicotéamento,o que co~ 
promete a segurança dos mesmos. A proteção a este eféito pode 
ser conseguida pela instalação de um suporte capaz de absorver 
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a energia cinética da tubulação, reduzindo assim as amplitudes 
de oscilação. ~ conveniente salientar que entre a tubulação e o 
suporte é deixado um espaço de modo a admitir movimentos térmicos 
e os deslocamentos associados com a operação normal de funciona-
mento, re f. [ 7. 3] . 
O presente estudo tem por finalidade analisar a 
resposta dinâmica do sistema (tubulação+ suporte), simulando-o 
por uma viga e uma treliça respectivamente (Figs. 7.3 e 7.4). O 
material da treliça é considerado plistico-perfeito com lei cons 
titutiva apropriada, de modo a incluir os efeitos do (espaço exi~ 
tente entre o suporte e a tubulação (Fig. 7. 4). O material da vi 
ga é também considerado plistico-perfeito, porém obedecendo ao 
critério de escoamento de von Mises (Fig. 7.3). A viga é discre 
tizada por seis elementos isoparamétricos com oito pontos nodais 
com integração (2 x 2) (Fig. 7 .4). 
O propósito desta anilise é comparar as soluções 
elasto-plisticas obtidas pelo presente estudo com as fornecidas 
na ref. [ 7. 3] , acrescentando-se porém, alguns resultados exclare 
cederes do comportamento não-linear do.material do suporte. 
Na Fig. 7.5 tem-se três soluções elasto-plistl 
cas que objetivam mostrar a influência do espaço existente entre a 
tubulação e o suporte (folga). Observa-se que o aumento da fol-
ga conduz a um desenvolvimento de maior energia cinética, e por 
conseguinte; maior deformação no suporte. Na Fig. 7.6 estuda-se 
a influência da tensão de escoamento do material do suporte, utl 
lizando-se o esquema estrutural com folga de 3". Verifica-se que 
o aumento da tensão de escoamento reduz significativamente o de~ 
locamento miximo, absorvendo portanto mais rapidamente a energia 
cinética gerada. 
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Aproveitando-se da solução elasto-plástica com fo!_ 
ga de 3", apresenta-se nas Figs. 7.7, 7.9 e 7.11, as deformadas 
da viga em três instantes diferentes, ilustrando-se também as re 
giões plastificadas associadas a cada urna das deformadas. Nas 
Figs. 7.8, 7.10 e 7.12, estão indicadas as velocidades verticais 
dos graus de liberdade ao longo da superfície média, mostrando a 
tendência de vibração da viga. 
Observando-se as Figs. 7.5 e 7.6, constata-se que 
apos o deslocamento vertical máximo ter ocorrido,· o extremo da vi 
ga passa a oscilar com pequenas amplitudes, mantendo aproximada-
mente a mesma posição final. Este comportamento é consequência 
de se considerar ou não b descarregamento elástico.do material do 
suporte após sua plastificação. Este efeito físico é mais evi-
dente nos resultados das Figs. 7.13 e 7.14. Na Fig~ 7.13 anali-
sa-se o esquema estrutural com folga de 3", supondo que somente 
a treliça se plastifica. Dois modelos são estudados: 
"A" com descarregamento elástico 
"B" sem descarregamento. 
Observa-se que na fase de restauração do extremo da viga a sua 
posição de origem (o que implica em descarregamento elástico do 
material. do suporte), há urna diferença sensível nas respostas 
Resultados semelhantes são também apresentados na Fig. 7.14 po-
rém utilizando-se urna folga de O. 5", sendo a viga e a treliça ana 
lisadas em regime plástico. 
O instante t; 0.00625s corresponde aproximada-
mente a condição mais crítica da viga em regime plástico. E in-
teressante portanto, que nesse instante se estude a influência 
da plasticidade do material da viga na distribuição de esforços 
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internos. Isto pode ser feito comparando-se o diagrama de mome~ 
to fletor obtido em análise elástica e elasto-plástica da viga co 
mo mostrado na Fig. 7.15. 
7.3 - CALOTA ESFERICA DELGADA 
A calota esférica delgada, com propriedades físi-
cas e dimensões geométricas apresentadas na Fig. 7.16, e submeti-
da a um carregamento distribuído súbito e constante. A plastici 
dade do material da casca obedece ao critério de escoamento de 




e:,= 0.2 IX 1 0 lb/i n2 
'-----------------------<~ e:p 
As soluções elástica.,e elasto-plástica são calcu-
ladas pelo presente estudo e comparadas com as soluções forneci-
das na ref. [7.6], onde a integração no tempo foi realizada pe-
lo algor·:.:'tmo,:.de Newmark (Fig. 7 .16). 
Analisando-se o resultado da Fig. 7.16, constata-
se a boa concordãncia entre as soluções elástica e elasto-plásti 
ca resolvidas por ambos algoritmos. Pode-se de imediato, somen-
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te a partir da solução elástica, comprovar o desempenho satisfa-
tório da matriz de massa agrupada em substituição à matriz de ma~ 
sa consistente. Com o intervalo de integração utilizado, conse-
gue-se pelo algoritmo de diferença central, a mesma precisão na 
solução elasto-plástica que o fornecido na ref. [7.6):. 
7.4 - CALOTA ESF~RICA ESPESSA 
Neste exemplo analisa-se a resposta dinâmica de 
uma calota esférica com 3in de espessura quando submetida a um 
carregamento distribuído de 15.000 PSI aplicado em 0.1 x 10- 4 s, 
(Fig. 7.17). O material da casca segue o critério de escoamento 
de von· Mises com lei de endurecimento isotrópica segundo'1 modelo 
6i-linear. Na re~ [7.1] a estrutura foi discretizada por dez 
elementos isoparamétricos de sólido de revolução com variação cü 
bica de deslocamentos nos bordos e a integração no tempo foi re~ 
lizada pelo algorftmo de Newmark. Na solução elástica os eleme~ 
tos foram integrados por Gauss (2 x 2) e ha solução . elasto-plás·tica. f~ 
ram integrados por Gauss na direção circunferencial e por Simpson 
na direção radial, de modo a considerar a 'plasticidade dos pon-
tos de integração dos bordos interior e exterior da calota. 
No presente estudo utilizou-se de dez elementos 
isoparamétricos de sólido de revolução com oito pontos nodais e 
integração (2 x 2) e (3 x 3). 
A solução elástica que utiliza regra de integração 
(2 x 2) concorda satisfatóriamente com a.~ornecida pela ref. 
[7.1], porém a solução elasto-plástica é afetada pelo esquema de 
integração empregado. A solução com (2 x 2) apresenta algum des 
vio da solução fornecida pela ref. [7 .1], porém com (3 x 3), ob-
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7.5 - PROPAGAÇÃO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO 
O propô si to deste exemplo e mostrar o desempenho 
do modelo de fluido discutido no Capítulo VI. A Fig. 7.18 mos-
tra um meio fluido confinado lateralmente e em um de seus extre-
mos submetido a uma carga súbita e constante na extremidade opo~ 
ta. Como modelo físico é considerado o estado plano de deforma-
ções· para o qual uma solução teórica e disponível, ref. [2.11]. 
O meio fluido é discretizado pelos elementos de fluido dotados de 
lei constitutiva particularizada à deformações volumétricas (Ca-
pítulo VI). 
A solução pelo Método dos Elementos Finitos atra-
ves do algoritmo de diferença central reproduz a propagação das 
ondas de compressão em razoável correspondência com a solução te~ 
rica. Observa~se também que a teflexão das ondas na extremidade 
fixa é simulada. 
Na Fig. 7.19a são fornecidos os resultados obtidos 
quando o processo de discretização utiliza elementos lineares e 
quadráticos, com·integração (1 x 1) e (2 x 2) respectivamente 
Na Fig. 7.19b são fornecidos os mesmos resultados 
porem correspondentes a discretização por elementos quadráticos 
com integração (3 x 3). 
Resultados semelhantes· sao fornecidos na· ref. 
,, 
[2.11], 
calculados com o.mesmo algoritmo utilizado no presente .estudo, p~ 
rém considerando a influência da não-linearidade geométrica. Ob 
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7.6. - ENSAIO DINÂMICO 
O corpo de prova de .solo silte-arenoso, com pro-
priedades físicas e dimensões geométricas apresentadas na Fig. 
7.20, é ensaiado dinâmicamente sob condições drenadas. O ensaio 
consiste em verificar o comportamento do corpo de prova (c.p.) , 
quando submetido a um carregamento axial com 0.14s de duração 
aplicado segundo a lei de variação (P x t) (Fig. 7. 20). A res 
posta dinâmica do (c.p.) é função do estado de tensões de confi-
namento Este estado de tensoes · não só caracteriza as pro-
priedades físicas, como também influencia o regime plástico do 
solo. Devido i influência.exercida pe16 estado de· tensões a
3 
sobre os resultados, este é simulado no presente estudo.de dois 
modos: 
No primeiro, e considerado como um carregamento exte~ 
no dinâmico de aplicação súbita e constante ao longo 
do tempo, resultando as respostas dinâmicas forneci-
das na Pig. 7.21 (ENSAIO lJ, correspondentes ao deslo 
camento vertical do ponto ·nodal A (Fig. 7.20). 
No segundo, é introduzido como estado de tensões ini-
ciais, o que reproduz razoavelmente o modelo real, r~ 
sultando as respostas dinâmicas das Figs. 7.23 e 7.24 
(ENSAIO 2). 
A integração no tempo do ensaio 1 é conduzida pe-
lo algoritmo de integração de Newmark e pelo algoritmo de . inte-
graçao do presente estudo. Pelo algoritmo de Newmark sao obti-
das as respostas dinâmicas elástica e elasto-plástica de von Mi-
ses e Drucke.r-Prager, as quais são comparadas is fornecidas pelo 
algoritmo de diferença central compreendendo os modelos elástico 
e elasto-plástico de von-Mises, Mohr-Coulomb Tradicional e Mohr-
Coulomb··Modificado. Com relação ao critério de Mohr-Coulomb Mo-
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dificado, há de se ressaltar que as envoltÓrias aproximadas sao 
caracterizadas pelo parâmetro RA = C X 
XA % 
cotg(q>) , onde os coe-
ficientes estão definidos nos Capítulos III e IV. Na Fig. 7.22, 
seçoes meridionais hiperbólicas (5 x o) associadas i este cri m 
têrio, para diversos valores de RA são comparadas ã seção meri 
dional real de Mohr-Coulomb, representada por uma linha reta (C~ 
pítulos III e IV). 
Na Fig. 7. 21 pode-se constatar a boa concordância 
dos resultados fornecidos por ambos algoritmos ao se comparar as 
soluções elásticas, as soluções elasto-plásticas de ~~n-Mises e 
a solução elasto-plástica de Drucker-Prager com a solução de Mohr 
-Coulomb Modificado (RA = 0.01%). 
A boa proximidade das soluções de Drucker - Pragér 
e Mohr-Coulomb Modificado e o afastamento destas da solução de 
Mohr-:Coulomb Tradicional, decorre da não existência de pontos sin 
guiares nas duas primeiras formulações (excetuando-se o vértice 
da superfície de Drucker-Prager, a qual não influencia signific~ 
tivamente esta comparação). As pesquisas desenvolvidas no pre-
sente estudo revelaram que os estados de tensões próximos dos po!!_ 
tos. singulares conduzem ã ineficiência da formulação elasto-
plástica. Consequentemente o estado de tensões não ê corrigido 
e atualizado ã superfície de escoamento, o que prejudica sensi-
velmente os resultados fornecidos pela formulação de Mohr-Coulomb 
Tradicional. 
' ' A integração no tempo do ensaio 2 é realizada pe-
lo algoritmo de integração explícita de diferença central,com os 
resultados apresentados na Fig. 7.23. Comparando-se estes resu!_ 
tados e os da Fig. 7.21, com relação às soluções de Mohr-Coulomb 
Tradicional e Mohr-Coulomb Modificado (RA = 0.01%), verifica-se 
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que o ensaio 2 fornece deslocamentos maiores que o ensaio 1. Is 
to se deve à introdução do estado de tensões iniciais, que acele 
ra a plastificação do material, e principalmente devido a ocor-
rincia de tensões esféricas de tração acima do limite permitido 
pelo solo, Fig. 7.6.1, conduzindo à anulação das tensões corres-
pondentes. Esta condição é compatível fisicamente e matematica-
mente satisfatória, já que o estado de tensões associado ao cam 
pode deslocamentos atualizado é utilizado no cálculo do campo 
de deslocamentos do intervalo de tempo seguinte. Este traciona-
mento implica no enfraquecimento estrutural e daí a• distorção 
mais acentuada. ~ conveniente salientar que no ensaio 1 as ten-
soes esféricas de tração não atingem o nível máximo. devido ao 
confinamento introduzido pela tensão o3 (constante ao longo do 
tempo), a qual comprime dinamicamente o· corpo de prova durante 
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Na Fig. 7. 24 sao comparados os resultados da Fig. 
7.23 com a solução de Mohr-Coulomb Modificado com RA = 50%, não 
havendo alteração significativa nas respostas. 
O fato do parâmetro XA não ter influenciado a 
plastificaçâo do solo silte-arenoso neste ensaio não implica em 
sua pequena importância, pois em outros problemas, por ,exemplo, 
solos mais coesivos, tal condição poderia não ocorrer. 
A evolução da tensão esférica com o tempo para o 
quarto ponto de integração do elemento 3 é ilustrada na Fig. 7.25. 
Pode-se constatar o tracionamento do .solo e o instante a partir 
do qual a condição limite é alcançada. Estas tensões esféricas 
foram extraídas das mesmas anilises que .forneceram as respos-
,-
tas das Figs. 7. 2 3 e 7. 24. 
Ainda com relação à Fig. 7.25, deve-se notar que 
a curva (Sm x t) referente ao critério de Mohr-Coulomb Traclicio 
nal, mostra uma característica muito importante, que corresponde 
ao tracionamento miximo do ponto de integração, com as tensões se~ 
do mantidas nulas durante um período de tempo e posteriormente 
a recompressão do referido ponto .. Póde-se interpretar fisicamen 
te tal fato pela "abertura" e "fechamento" do ponto de integra-
çao. 
.Como no presente estudo a formulação elasto-plis-
tica associada aos critérios de Mohr-Coulomb pressupõe o compor-
tamento plistico-perfeito, todos os estados de tensões plisticos 
após corrigidos devem encontrar-se sobre a superfície de escoa-
mento. Esta condição pode ser visualizada na Fig. 7.27,onde são 
traçadas as seções meridionais real de Mohr-Coulomb e hiperbóli-
ca aproximada (RA = 50%). A seção meridional hiperbólica esti 
particularizada à e·= rr 
6 
(Capítulo III), o que implica em se ob 
174 
ter o cJ+ correspondente a cada estado de tensões elástico e plá~ 
tico, ou seja: 
a 
= g(8J 
(com a e e função do estado de tensões (Capítulo III)) 
Logicamente os estados de tensões que se encontram no interior da 
seção são os estados elásticos. Os estados de tensões utiliza-
dos nesta representação foram gerados no sexto ponto de integra-
çao do elemento 3 (IE = 3 e NI = 6) no ensaio 2 , cuja evol-1:!c 
çao da tensão esférica com o tempo é apresentada na Fig. 7.26. 
Os resultados discutidos anteriormente foram obti 
dos com o intervalo de integração de 0.5 x l0- 4s , corresponde~ 
te ã décima parte do intervalo crítico ôtc = 0.5 x l0- 3s . Esta 
redução no intervalo e justificada com base nas explicações refe 
rentes ã instabilidade numérica do algoritmo de diferença central 
apresentadas no ítem 2.6. Porém,com a finalidade de verificar a 
eficiência computacional do algoritmo do presente estudo, asso-
luções elasto-plásticas anteriores foram reprocessadas para in-
tervalos maiores, constatando-se que a solução elasto-plástica 
de von-.iMises.:· do ensaio 1 não é alterada com estes novos interva 
los, reduzindo cerca· de cinco vezes o esforço computacional. Tais 
resultados encontram-se nas Tabelas 7.1 e 7.2, referentes ao des 
























TABELA PARA ANÁLISE DA EFICitNCIA COMPUTACIONAL 
NEWMARK DIF. CENTRAL DIF. CENTRAL 

















E-3 lit = 0.5 E-4 lit = 0.25 E-3 
E-02 - . 29972 E-02 -. 29903 E-02 
E-01 - 15131 E-01 - . 15123 E-01 
E-01 - 32 723 E-01 -. 32747E-01 
E-01 - . 52790 E-01 - . 52802 E-01 
E-01 - . 80437 E-01 - . 80390 E-01 
E+OO - 13918 E+OO - . 13921 E-00 
E+OO - . 24847 E+OO - . 24851 E-00 
E+OO - . 42416 E+OO - . 42414 E-00 
E+OO - . 64915 E+OO -. 64917 E-00 
E+OO -. 90806 E+OO - . 90808 E-00 
E+Ol - 11746 E+Ol - . 11746 E+Ol 
E+Ol - 14208 E+Ol - . 14208 E+Ol 
E+Ol - 16226 E+Ol - . 16226 E+Ol 
E-01 - 17513 E-01 -. 17514 E+OJ 
5027 . 1981 
(s) (s) 
DESLOCAMENTOS DO PONTO NODAL A 
TABELA 7.1 
DIF. CENTRAL 
lit = 0.5 E-3 
. 29684 E-02 
. 15066 E-01 
. 32759 E-01 
. 52829 E-01 
80456 E-01 
. 13915 E-00 
. 24855 E-00 
. 42432 E-00 
. 64932 E-00 
. 90823 E-00 
11748 E-01 
. 14210 E-01 
. 16229 E-01 




TEMPO NEWMARK DIF. CENTRAL DIF. CENTRAL DIF. 
CENTRAL 
(s) nt = 0.5 E-3 nt = 0.5 E-4 nt = 0.25E-3 nt = 0.5 E-3 
0.01 - . 396559 E-02 - . 40421 E-02 -. 40372 E-e2 . 040259 E-02 
0.02 - 152753 E-01 - . 15410 E-01 - 15406 E-01 . 15394 E-01 
0.03 - . 333194 E-01 - 33069 E-01 - . 33058 E-01 . 33020 E-01 
0.04 -. 53115 E-01 - . 52739 E-01 -. 52735 E-01 . 52733 E-01 
o.os -. 8162 72 E-01 -. 81671 E-01 - 81692 E-01 . 81744 E-01 
0.06 - . 140737,E+OO - 14098 E-00 - . 14100 E-00 .. 14108 E-00 
0.07 - . 25017 E+OO - 25230 E-00 - 25230 E-00 . 25236 E-00 
0.08 - . 418953 E+OO - . 42314 E-00 - 42314 E-0( . 42316 E-00 
0.09 - . 629378 E+OO - . 63275 E-00 - . 63277 E-00 . 63291 E-00 
0.10 - . 86217 E+OO - . 86325 E-00 - . 86326 E-00 86342 E-00 
0.11 - . 109366 E+Ol - . 10924 E+Ol - . 10924 E+Ol 10926 E+Ol 
0.12 - 130338 E+Ol - . 12994 E+Ol - . 12994 E+Ol 12996 E+Ol 
O .13 - . 147018 E+Ol - . 14660 E+Ol - . 14660 E+Ol . 14662 E+Ol 
0.14 - . 15 7333 E+Ol - . 15731 E+Ol - . 15732 E+Ol . 15734 E+Ol 



















• l1'á Tensão de 
Confinamento 
a'1 :: 7 kg/cm 2 
Cf3 = o.35K_grí,cm
2 
Õy = 3.697kg/cm2 
Coesão ::- o. 75 kg /cm2 
Angu lo de Atrito ::.40° 
y: o.4 




.e =2.166 X 10-3 kg. s2/cm 4 
-4 
l'.J.t=0.5x10 S 
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[!J SECAO MEA lD !ONAL H IPEABOLI CA XA/CC•COTG[Flll=0°0l% 
(1) SECAO MERIDIONAL HIPEABOLICA XA/[C•COTG[F!JJ=5% 
A SECAO MER lD IONAL HIPERBOLICR XA/CC•COTG[F!Jl=25-0% 
+ SECAO MER !O IONAL HIPEABOLICA XA/[C•COTG[F!JJ=S0-0% 
X SECAO MEA lD IONAL HIPEABOLICA XA/CC•COTG(FIJJ=75% 
<!> SECAO MER lD !ONAL H I PERBOLI CA XA/CC•COTG[F!JJ=IOO% 
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(!J SECAO MERIDIONAL HIPERBOLICA XA/CC•CTGCFI ll=50% 
(l) ESTADO PLAST!CO DE TENSOES 
. "' SECAO MERIDIONAL REAL DE MOHR-COULOMB 




-3,00 -2.60 -2.20 -! . 80 -1,40 -1.00 -0.60 -0.20 0.20 o.ao 1. 00 1. 40 
SM MEDICJ 
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7.7 - INTERAÇÃO SOLO-ESTRUTURA 
Com a finalidade de verificar a influência das in 
terfaces em um sistema estrutural, bem como o comportamento do 
elemento implementado, analisa-se a resposta dinâmica de uma fun 
dação circular assente sobre um maciço de solo argiloso (Fig. 
7.28). A fundação circular é submetida a um carregamento distri 
buido súbito e constante e é considerada rígida o suficiente de tal 
modo a não se considerar a possibilidade de sua plastificação . 
Admite-se que em decorrência do transiente de curta duração estu 
dado, não haja possibilidade de drenagem; analisando-se o solo 
segundo tensões totais em regimes elástico e plástico. Sob tais 
condições o solo é considerado seguir o· critério de escoamento 
de ·von Mises como material plástico-perfeito l;ref. [4.12]). Em to 
dos os resultados discutidos posteriormente são comparados os 
sistemas estruturais com e sem interface, utilizando-se no pro-
cesso de discretização dos meios em interação, elementos isopara 
métricos de sólido de revolução de quatro pontos nodais com inte 
gração (2 x 2). 
Na Fig. 7.29 é fornecida a resposta dinâmica elás 
tica referente ao deslocamento vertical do ponto nodal 1. O mes 
mo deslocamento é apresentado na Fig. 7.30, porém com o solo ana 
lisado em regime plástico. Pelos resultados pode-se observar que 
em ambos os casos o sistema com interface conduz a maiores deslo 
camentos verticais. Este resultado reproduz fisicamente o mode-
lo real,pois a interface permite o deslocamento relativo entre a 
fundação e o solo e o desligamento das superfícies em contato 
Estas características introduzidas pela consideração das interf~ 
ces implicam numa redução da resistência estrutural ao impacto . 
Na Fig. 7. 31 o processo ínterativo que se desenvol 
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ve durante a vibração entre a fundação circular e o solo fica bem 
evidenciada. Dois gráficos são plotados: 
- velocidade vertical x tempo 
- tensão normal x tempo 
Verifica-se a diferença entre a velocidade vertical do bloco e o 
solo adjacente, a qual aumenta após o desligamento do contato ver 
tical, o que e caracterizado na curva (on x t) quando ºn se 
anula em ambos os pontos de integração. 
Neste sistema.estrutural a interface cumpre a fi-
nalidad~ de transmitir a excitação do bloco de fundação a6 solo 
adjacente. Este efeito é verificado com o crescimento da veloci 
dade vertical· do ponto nodal 5 (Fig. 7. 31), durante o intervalo 
de tempo no qual as tensões normais não se anulam, após o que e~ 
ta velocidade passa a decrescer. t importante lembrar que ape-
sar de ºn diminuir de 0.001 a 0.002 s, a excitação vertical 
transmitida nao diminui, devido ao modelo matemático representar 
o comportamento não dilatante. 
Durante o movimento vibratório (bloco de fundação 
+ solo), ondas de pressão são propagadas através dos dois meios. 
De modo a se verificar a influência que a introdução do elemento 
de interface exerce na propagaçao das. ondas, ·apresenta-senas 
Figs. 7.32 e 7.33, a distribuição de pressões verticais em uma 
seçao vertical s1 próxima à região de deslocamentos máximos. 
Se o bloco de fundação e o solo são considerados como um meio co!!_ 
tínuo, as ondas de compressão se transmitem do bloco ao solo· mais 
acentuadamente no mesmo período de tempo, sendo este efeito ob-
servado ao se comparar os resultados das Figs. 7.32 e 7.33. Lo-
gicamente, os parâmetros de deformabilidade do material da inter 
face exercem influência considerável na distribuição de pres-
187 
soes. Como explicado no Capitulo V, a deformabilidade da inter-
face é muito próxima a do solo de fundação, por ser este material 
o menos resistente dos meios adjacentes. Por observação de cur-
vas semelhantes às apresentadas nas Figs. 7.31, 7.32 e 7.33 as-
saciadas a um estudo paramétrico,conclusÕE!s semelhantes são obti 
das. Há de se ressaltar contudo que parâmetros fornecidos _por e!!_ 
saios apropriados frefs. [s .1 e 5. 3]), garantem 
~t~ . 
maior· :confiabi-., 
lidade no cálculo das respostas dinâmicas. 
A configuração .deformada do sistema estrutural 
(bloco de fundação+ maciço terroso) é apresentada' em diversos 
tempos~(Figs. 7.34 a 7.41), correspondentes aproximadamente aos 
tempos de máximos e minimos das respostas elástica e ; elasto-
plástica ·(Figs. 7 .29 e 7 .30). Os deslocamentos nas configura-
ções estão ampliados cinquenta vezes, o que distorce significat~ 
vamente as regiões próximas às interfaces, exigindo os detalhes 
1 e 2 
Na Fig. 7.31, mostra-se o instante a partir do 
qual ocorre o desligamento do contato vertical. Esta condição 
permanece. aproximadamente. durante os O.Ols iniciais, ocasio-
nando o maior deslocamento relativo entre o bloco de fundação e 
o solo. (Figs. 7.34 e 7.38). Por este motivo, com o solo anali-
sado em regime plástico (Fig. 7.38), observa-se que o solo adja-
cente ao bloco sem interface se plastifica, o que nao acontece 
com o.·solo adjacente ao bloco porém dele separado pela interfac~ 
nesta condição com ºn; O . Após os O.Ols iniciais as duas 
superfícies verticais se unem, fazendo com que o bloco por atri-
to se mantenha solidário ao solo adjacente, o que e verificado 
nas demais configurações pela redução do deslocamento relativo en 
tre eles. 
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[!] RESP. ELASTICA SEM INTERFACE 
(') RESP. ELASTICA COM INTERFACE 
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VIII - CONCLUSÃO 
~ . 
A eficiência computacional de um método numer1co 
nao deve ser avaliada somente pelo esforço computacional envolvi 
do na solução de alguns casos específicos. E necessário que ou-
tros aspectos sejam levados em conta, entre os quais pode-se ci-
tar: 
- Facilidade de adaptações e ampliações futuras no cor 
pode programaçao 
- Menor interferência do analista estrutural na minimi 
zaçao do esforço computacional 
- Economia de memória 
- Precisão de resultados, etc. 
Dentro deste quadro o algoritmo de integração ex-
plícita de diferença central apresenta-se como um recurso numéri 
coeficiente na análise não-linear dinâmica de estruturas em tran· 
sientes de curta duração. 
Observando-se apenas o esforço computacional, es-
te algoritmo torna-se competitivo com os demais quando as carac-
terísticas da análise preenchem os requisitos necessários de mo-
do a estimular seu melhor desempenho. Em geral, grandes siste 
mas estruturais submetidos a solicitações súbitas, excepcional-
mente elevadas e de curta duração, e que . são. · significativamen-
te influenciados no comportamento dinâmico pelos efeitos não-li-
neares, correspondem~ faixa de maior emprego. 
Frequentemente a análise não-linear de estruturas 
envolve um esforço computacional elevado, sobrecarregando sensi-
velmente o custo de processamento. Por este motivo, as program~ 
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çoes relacionadas a esta area de estudos devem dispor de esque-
mas lógicos que impeçam gastos desnecessários em processamentos 
falhos, originados por um conjunto diversificado de fatores. Em 
particular, no presente estudo, adaptou-se o recurso de. "Re-start", 
o qual permite em instantes específicos da integração no tempo, 
interromper o processamento, mantendo em unidade de memória aux! 
liar todos os cálculos necessários à posterior continuação da in 
tegração. 
Esta característica importante possibilita ao ana 
lista estrutural efetuar, em etapas, uma análise dinâmica não-li 
near. de custos elevados, verificando o comportamento da estrutu 
ra, ou mesmo, o fornecimento incompatível de dados. 
O processo de "Re-start" no algoritmo de diferen-
ça central nao acarreta aumento significativo de esforço comput~ 
cional e ê de simples e rápida adaptação. E uma característica fa 
vorável à utilização desse algoritmo. 
O resumo apresentado sobre os conceitos básicos do 
comportamento plástico de alguns materiais tem por finalidade fun 
<lamentar os modelos elasto-plásticos utilizados. Estes concei-
tos são indispensáveis à in1;erpretação dos parâmetros necessários 
à formulação elasto-plástica e ao conhecimento dos 'limites. de 
I 
aplicabilidade, deficiências e hipoteses básicas de cada modelo. 
O critério de escoamento de von Mises, .devido a 
sua aplicação em materiais metálicos, pode ser considerado como 
o critério melhor conceituado e discutido, pois grande parte das 
publicações se dedicam ao comportamento plástico de metais. Além 
deste ponto favorável à sua utilização, e de simples formulação 
elasto-plástica permitindo que o modelo a ele associado seja mais 
facilmente implementado. Os critérios de escoamento de Mohr-Cou 
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lomb (Mod/Trad) introduzem algumas dificuldades no desenvolvime~ 
to dos modelos elasto-plisticos correspondentes, bem como abran-
gem o estudo de materiais de natureza física mais complexa. 
O critério de escoamento de Mohr-Coulomb Tradicio 
nal apresenta como dificuldade principal a existência de pontos 
singulares, o que implica na descontinuidade da formulação elas-
to-plistica e na acentuada deficiência do processo de. atualiza-
ção e correção do estado de tensões à superfície de· escoamento. 
Em decorrência dessa condição insatisfatória, implementou-se o mQ 
dele elasto-plistico com base no critério de escoamento de Mohr-
Coulomb Modificado, verificando o desempenho e as· vantag~ns de 
sua utilização. Constata-se que este modelo reduz consideravel-
mente o esforço computacional ao mesmo tempo que atualiza o esta 
do de tensões com grande precisão. Acredita-se que est~ crité-
rio, apoiado por uma anilise experimental apropriada, serve como 
subsídio poderoso à anilise elasto-plistica desses materiais pe-
lo método dos elementos finitos. 
Apesar de se ter contornado o problema relaciona-
do ao tracionamento dos materiais associados aos ·tritérios de 
Mohr-Coulomb é importante que estudos mais detalhados sejam mot~ 
vades a analisar a influência da anulação do estado de tensões na 
estabilidade numérica do algoritmo e na redistribuição de tens.ões 
bem como na procura de um tratamento mais apr.opriado. 
O esforço de pesquisa destinado à anilise dinãmi-
ca não-linear de estruturas e sensivelmente elevado quando seco~ 
sidera em paralelo os efeitos da interação solo-estrutura-fluido. 
A sobrecarga de dificuldades engloba desde o desenvolvimento de 
modelos matemiticos compatíveis com os modelos físicos até a ob-
tenção dos respectivos parãmetros físicos. Por este motivo, tra 
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tamentos simplificados sao utilizados com frequência, permitindo 
assim uma envoltória árdua de análises e pesquisas. 
No presente estudo a interação sólido-fluido se-
gue idênticamente a sugestão fornecida na ref. [2.11]. Consegu~ 
se com o respectivo modelo de fluido •resultados· sãtisfatórios 
quanto a propagaçao de ondas de compressão nesse meio. Será mo-
tivo de publicaç6es futuras a análise da interação propíiarnente 
dita, com a implementação adicional de elementos "infinitos", p~ 
ra representar bacias de armazenamento em barragens (ref. [6.ZD. 
A escolha do elemento de junta na solução de pro-
blemas relacionados à interação solo-estrutura. surge como exte~ 
são de seu emprego em análises estáticas de maciços rochosos com 
fissuras. (ref. [5.1]). 
A simulação em laboratório do .comportamento de urna 
junta ou fissura de modo a obter os respectivos parâmetros físi-
cos. já se encontra bem estabelecida tr~fs. 5.9, 5.10 ). O mes 
mo não se pode dizer sobre o comportamento de urna 'interface ou 
"contato solo-estrutura". Neste caso as dificuldades em se con-
seguir amostras representativas (ou mesmo em .elaborar amostras 
artificiais e modelos reduzidos), são em muito acrescidas·. Para ame 
nizar tais dificuldades, um estudo paramétrico foi necessário, es-
tabelecendo com segurança a influência dos parâmetros físicos na 
resposta dinâmica. 
Embora o elemento de interface tenha sido extensa 
mente testado, ao nível do modelo matemático, ressalta-se que sua 
implementação não é definitiva, necessitando urna investigação 
mais elaborada no que se refere à sua compatibilidade com o rnod~ 
lo físico e sua influência na estabilidade numérica do algoritrn~ 
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.Com os resultados obtidos pretende-se estimular o 
interesse em aplicar o algoritmo de integração explícita de dife 
rença central na análise dinâmica de estruturas, incluindo além 
dos efeitos não-lineares discutidos, os provenientes de outras 
fontes, como não-linearidade geométrica, visco-plasticidade,pla~ 




BIBLIOGRAFIA - CAPÍTULO II 
1 - MEIROVITCH, L.-"Elements of Vibration Analysis"·- Mc-Graw-
Hill Koyakusha, 1975. 
2 - CLOUGH, R.W.; PENZIEN, J.--"Dynamics of Structures" - Mc-
Graw~Hill Koyakusha, 1975. 
3 - COOK, R.D. - "Concepts and Applications of Finite Element 
Analysis" - John Wiley & Sons, Inc., 1974. 
4 - GALLAGHER, R.H. - "Fini te Element Analysis Fundamentals" -
Frentice-Hall, Inc. (1975). 
5 WASHIZU, K.-"Variational Methods in Elasticity and Plasti 
city"--Pergamàn Press, 1974. 
6 - PEI CHI CHOU; PAGANO, H.J.-- "Elasticity, Tensor,Dyadic,and 
Engineering Approaches" -D. Von Nostrand Company, Inc., 
1967. 
7 BATHE, K.J.; WILSON, E.L. -·"Numerical Methods in Finite 
Element Analysis'.'·-Prentice-Hall,Iric., 1976. 
8 - BELYTSCHKO, T.; CHIAPETTA, R.L.; BARTEL, H,D. -'~fficient 
Large Scale Non-Linear Transient Analysis by Fínite 
Elements" - International Journal for Nurnerical Methods 
in Engineering - Vol. 10, 579-596, 1976. 
9 - EBECKEN, N.F.F. - "LORANE-NL - Uma Linguagem Orientada a 
Anilise Estrutural Nio-Linear''-Tese de Doutorado, 
COPPE/UFRJ, Junho de 1977. 
10 - SMITH, I .M. - "Transient Phenomena of Offshore Foundations" 
- Numerical Methods in Offshore Structures,Edited by 
o.e. Zienkiewicz; R.W. Dewis, K.G. Stagg; John Wiley 
& Sons, 1978. 
11 - SHANTARAM, D.; OWEN, D.R.J.; ZIENKIEWICZ, o.e. - "Dynamic 
Transient Behaviour of Two and Three Dimensional Struc 
tures Including Plasticity, Large Deformation Effects 
and Fluid Interaction" - Earthquake Engineering and 
Structural Dynamics, vol. 4, 561-578, 1976. 
209 
12 - BARBOSA, H.J.C.; COSTA, A.M.; EBECKEN, N.F.F.; FILHO, F. 
V. - "Métodos de Integração Direta para a Análise Di-
nâmica Não-Linear"-- XIX Jornadas Sudamericanas de ln 
genieria Estrutural - Santiago - Chile, abrir de 1978 . 
13 - HINTON, E.; ROCK, T.; ZIENKIEWICZ, O.C. - "A Note on Mass 
Lumping and Related Process in the Finite Element M~ 
thod "- - Earthquake Engineering and Structural Dynamics 
Vol.4, 245-249, 1976. 
14 - ZIENKIEWICZ, o.e. - "The Finite Element Method in Enginee~ 
ing Science" -Me Graw-Hill - London - 1971. 
15 - CHANG, C.T.; HINTON, E.; ZIENKIEWICZ, o.e. -·· !\Non-Linear 
Response of Structure - Fluid - Foundation Systems 
to Earthquake Excita tion "-- Numerical Methods in Off-
shore Engineering, Edited by o.e. Zienkiewicz, R.W. 
Lewis, K.G. Stagg, John Wiley & Sons, 1978. 
16 - HINTON, E.; OWEN, D.R.J.; SHANTARAM, D. -"Dynamic Transient 
Linear and Nonlinear Behaviour of Thick and Thin Pla 
tes"-- The Mathematics of Finite Elements and Applic.§:. 
tions II MAFELAP 1975, J.R. Whiteman (ed), 423-438 , 
Academic Press, London, 1977. 
17 - BIFFLE, J .H.; BECKER, E.B. -'' Finite Element Stress Formu-
lation for Dynamic Elastic-Plastic Analysis'·' - Compu-
ter Methods in Applied Mechanics and Engineering,Vol. 
6, 101-119, 1975. 
18 - BIFFLE, J.H.; KEY, S.W.-''I'inite Element Formulations for 
Transient Dynamic Problems in Solids Using Explicit 
Time Integration"·- Computer Methods in Applied Mecha 
nics and Engineering, Vol. 12, 323-336, 1977. 
19 - LAMBE, T.W.; WHITMAN, R.V.-"Soil Mechanics"--John Wiley 
& Sons, Inc., 1969. 
20 - FILONENKO, M.; BORODICH - "Theory of Elasticity"· - Mir Pu-
blishers, Moscow, 1968. 
210 
21 - LANDAU, L.; COSTA, A.M.; EBECKEN, N.F.F. --"Resposta Dinâ-
mica Não-Linear de Estruturas Sujeitas a Solicita-
çoes de Curta Duração"-- Conference on Structural An~ 
lysis, Design & Construction in Nuclear Power Plants, 
Porto-Alegre, RS, Brasil, 18-20, Abril de 1978. 
22 - LANDAU, L.; COSTA, A.M.; EBECKEN, N.F.F. -·''Resposta Dinâ-
mica de Estruturas Laminares de Materiais Elasto-Plás 
cos" - XIX Jornadas Sudamericanas de Ingenieria Estruc 
tural - Santiago - Chile - Abril de 1978. 
211 
BIBLIOGRAFIA - CAPÍTULO III 
1 - \\IILLIAMSON ,R. E. ; CROWELL, R. H. ; TROTTER, H. F. --"Caf culo de 
Fundações Vetoriais" - Livros Técnicos e Científicos 
Editora S.A., 1975. 
2 - HILL, R.- "The Mathematical Theory of Plasticity" -- Oxford 
Univ~ Press, London, 1950. 
3 - MENDELSON, A.-" Plasticity,Theory and Application" - The 
Macmillan Co., New York, 1968. 
4 - PRAGER, W. - "Recent Developments in the Mathematical Theo 
ry of Plasticity"- Journal of Applied Physics, Vol. 
20, No. 3, 235-241, 1949. 
5 - BLAND, D.R. - "The Associated Flow Rule of Plasticity''"JolJ!:. 
nal of the Mechanics and Physics of Solids, Vol. 6 , 
pp. 71-78, 1957. 
6 - DRUCKER, D. C. - "Some Implications of ·wo:tk Hardening and 
Ideal Plasticity"-- Quarterly of Applied Mathematics, 
Vol. 7, 411-418, 1950. 
7 - PRAGER, W. - "Strain Hardening Under Combine d Stresses" 
Journal of Applied Physics, Vol. 16, 837-840, 1945 
8 - DRUCKER, D.C. - "On Uniqueness in the Theory of Plasticity" 
- Quarterly of Applied Mathematics, Vol. 14, 35-42 , 
1956. 
9 - DRUCKER, D.C. -· "A Definition of Stable Inelastic Material" 
- Journal of Applied Mechanics, Vol. 26, 
1959. 
101-106 , 
10 - DRUCKER, D.C.-"Limit Analysis of Two and Three Dimensio-
nal Soil Mechanics Problems " -- Journal of the Mecha-
nics and physics of Solids - Vol. 1, 217-226, 1953 . 
11 - DRUCKER, D.e.; PRAGER, w. -"Soil Mechanics and Plastic 
Analysis or Limit Design" -Quarterly of Applied Ma-
thematics, Vol. 10, N9 10, pp. 157-165, 1952. 
12 - DRUCKER, D.C.; PRAGER, W. - "Extended Limit Design .Theo-
rems for Continuous Media "·--Quarterly of Applied Ma-
thematics , Vol. 9, 381-389, 1952. 
212 
13 - DRUCKER, D.C.; GIBSON, R.E.; HENKEL, D.J. --"Soil Mechanics 
and Work Hardening Theories of Plasticity" - Proc.Am. 
Soe. Civ. Engrs. 81, Transactions Am. Soe. Civ.Engrs. 
122, 338-346, 1957. 
14 - KOITER, W. T. - ·" Stress-Strain Rela tions, Uniqueness and V~ 
riational Theorems for Elastic-Plastic Materials with 
a Singular Yield Surface" - Quarterly of Applied Ma-
thematics - Vol. 11, 350-354, 1953. 
15 - TAYLOR, G. I. ; GUINNEY, H. - "The Plastic Ôi stortion of Me-
tal s" - Philosophical Transactions of the Royal Soei~ 
ty of London Series A. Math. and Physical Sciences, 
Vol. 230, 323-362, 1931. 
16 - KACHANOV, L.M. - "Fundamentals of the Theory of Plastié:ity" 
- Mir Publishers, 1974. 
17 - FUNG, Y.C. - "Foundations of Solid Mechanics" - · Frentice-
Hall International Series in Dynamics, 1965. 
18 - MALVERN, L.E. -·"Introduction to the Mechanics of a Conti-
nuous Medium" - Frentice-Hall Series in Engineering of 
the Physical Sciences, 1969. 
19 - NOVOZHILOV, V.V. -·"Foundations of the Nonlinear Theory of 
Elastici ty" - Graylock Press, Rochester, N. Y., 1953. 
20 - DUFFY, J.; MINDLIN, R.D. - "Stress-Strain Relations and Vi 
brations of a Granular Medi um"·- J. Appl. Mech.~Vol. _ 24 
585-593, 195 7. 
21 - KWASCZYNSKA, K.; MROZ, Z; DRESCHER, A. - "Analysis of Com-
pression of Short Cylynders of Coulomb. Material"-
Intl. J. Mechanical Science, 11, 145-158, 1969. 
22 - HENCKY, H.-"Zeits. Ang. Math. Mech.',',Vol. 4, 323, 1924. 
23 - SHIELD, R.T. --"On Coulomb's Law of Fàilure. in · soils" -
Journal of the Mechanical and Physics of solids,vol. 
4, 10-16, 1955. 
24 - LADE, P.V. -·"Elasto-Plastic Stress-Strain Theory for Co-
hesionless Soil with Curved Y.ield Surfaces",,- Report 
to the National Science Foundation Grant N9 GK 37445. 
213 
25 - SPIEGEL, M.R. -··"Manual de Formulas e Tabelas Matemâticas"-'-
26 
Coleção Schaum, traduzido por Roberto Chioccarello 
Editora McGraw-Hill do Brasil, Ltda., 1977. 
- ZIENKIEWICZ, O.C.; PANDE, G.N. -" Some Usefúl Forms of 
Isotropic Yield Surfaces and Rock Mechanics "- Fini te 
Elements in Geomechanics, Edited by G. Gudehus, John 
Wiley & Sons, 1977. 
27 - PRAGER, W.; HODGE, P.G. - "Theory of Perfectly Plastic So-
lids" - New York, John Wiley & Sons, Inc., 1951. 
28 - DRUCKER, D.C. -··"The Significance of the Criterion for ad-
ditional Plastic Deformation of Metils~ - Journal of 
Colloid Science - Vol. 4, No. 3, 299-309, 1949. 
29 - HOUWINK, R. -·"Elasticity, Plasticity & Structure of Matter" 
- Dover Publications, Inc., 1958. 
30 - HANDELMAN, G. H. ; LINS, C. C. ; PRAGER, W. -· "On the Mechani-
cal Behaviour of Metals in the Strain-Hardening Ran-
ge" - Quarterly of Applied Ma thema tics, Vol. 4, 39 7-
407, 1947. 
214 
BIBLIOGRAFIA - CAP!TULO IV 
.1 - ZIENKIEWICZ, O.C.; VALLIAPPAN, S.; KING, I.P. - "Elasto-
Plastic Solutions _of · Engineéring- Problems Initial 
Stress, Finite Element Approach" - International Jm.!:_ 
nal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 1, 75 
-100, 1969. 
2 - NAYAK, G.C.; ZIENKIEWICZ, O.C. - "Elasto-Plastic Stress Ana 
ljsis. A Generalization for Vãrious Constitutiva 
Relations Including Strain Softening" - International 
Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol.5, 
113-135, 1972. 
3 - MARCAL, P.V.; KING, I.P. - "Elastic-Plastic Analysis -of Two 
Dimensional Stress Systems by the Finite Element Me-
thod" - International Journal of Mechariic, Science, Vol. 
9, 143-155, 1967. 
4 - YAMADA, Y. ; YOSHIMURA, N.; SAKURAI, T. -"Plastié :stress-Stràin 
Matrix and Its Application for the Solution of Elas-
tic - Plastic Problems by the Finita Element Method" 
- Int. J. Mech. Sei., Vol. 10, 343-354, 1968. 
5 - NAYAK, G.C.; ZIENKIEWICZ, O.C. - "Convenient Fonn of Stress 
Invariants for Plasticity" - Journal of the Structu-
ral Division, Proceedings of the American Society of 
Civil Engineers, Vol. 98 - No. ST4, April, 1972. 
6 - STRICKLIN, J .A.; HAISLER, W.E. - "Formulations and Solu-
tion Procedures for Nonlinear Structural Analysis" -
Computar & Structures, Vol. 7, 125-136, 1977. 
7 - ZIENKIEWICZ, o.e.; HUMPHESON, C.; LEWIS, R.W. - "Associated 
and Non-Associated Visco-Plasticity 
, . 
Soil Mechanics" - Geotechnique 25, 
1975. 
and Plastic i t y in · 
.No. 4, 671-689, 
8 - PREVOST, J .H.; HOEG, K. - "Soil Mechanics and Plasticity 
Analysis of Strain Softening'' - Giotechnique 25, No. 
2, 279-297, 1975. 
9 - ZIENKIEWICZ, O.C.; CORMEAU, I.C. - "Visco-Plasticity-Pla~ 
ticity and Creep in Elastic Solids - A Unified Nume-
215 
rical Solution Approach" - International Journal for 
Numerical Methods in Engineering, .Vol. 8, 821-845, 
1974. 
10 - ZIENKIEWICZ, o.e.; HIJMPHESON, C.; LEWIS, R.W.-"Associated 
and Non-Associated Visco-Plasticity and Blasticity 
in Soil Mechanics" - Geotechnique, Vol. 25, No. 4 , 
671-689, 1975. 
11 -WILSON, E.L.; FARHOOMAND, I.; BATHE, K.J. - "Nonlinear Dz 
namic Analysis of Complex Structures" 




12 - Z IENKIEWICZ, O. C.; HIJMPHESON, C. ; LEWIS, R. W. - "A Unified 
Approach to Soil Mechanics Problems (Including Plas-
ticity and Visco-Plasticity)" - Finite Element in Geo 
mechanics, Edited by G, Gudehus, John Wiley & Sons, 
1977. 
13 - LANDAIJ, L. - Análise de Grandes Deformações e Plasticida-
de por Meio de· Elementos Isoparamétricos" - Tese M.Sc. 
COPPE, 1976. 
216 
BIBLIOGRAFIA - CAPITULO V 
1 - GOODMAN, R.E.; TAYLOR, R.L.; BREKKE, T.L. - "A Model for 
the Mechanics of Jointed Rock" - Journal of the Soil 
Mechanics and Foundation Division, SM3, 637-659, May 
1968. 
2 - GHABOUSSI, J.; WILSON, E. L.; ISEMBERG, J. - "Fini te Element 
for Rock Joints and Interfaces" - Journal of the Soil 
Mechanics and Foundation Division, SMlO, 
1973. 
833-847 , 
3 - DESAI, C.S. - "Soil-Structure Interaction and Simulation 
Problems" - Finite Elements in Geomechanics, Edited 
by G. GUDEHUS, John Wiley & Sons, 1977. 
4 - SMITH, I .M. - "Some Time - Dependent Soil - Structure ln-
teraction Problems" Fínite Elements in Geomechanics, 
Edited by G. GUDEHUS, John Wiley & Sons, 1977. 
5 - WILSON, E.L. - Finite Elements for Foundations, Joints and 
Fluids" - Finite Elements in Geomechanics, Edited by 
G. GUDEHUS, John Wiley & Sons, 1977. 
6 - GOODMAN., _R.E .. -- "Analysis in Jointed Rocks" - Finite Ele 
ments in Geomechanics, Edited by G;GUDEHUS, John Wi-
ley & Sons, 1977. 
7 - DESAI, C.S.; ABEL, J.F-. - "Introduction to the Finite Ele 
ment Method. A Numerical Method for Engineering Ana 
lysis" - Von Nostrand Reinhold Company, 1972. 
8 - Z IENKIEWICZ, O. C. et all - "Analysis of Nonl inear Problems 
in Rock Mechanics with Particular Reference to Jointed 
Rock.Systems" - Proceedings of the 2nd Congress of 
the International Society for Rock Mechanics, Belgr~ 
de, Yugoslavia, 1970. 
9 - BARTON, N.R. - "A Model Study of Rock-Joint Deformation" 
- International Journal of Rock Mechanics and Mining 
Sciences, Vol. 9, N9 5, 1972. 
10 - GOODMAN, R.E.; DUBOIS, J. - "Duplication of D'ilatancy in 
Analysis of Jointed Rocks" - Journal of the Soil Me-
chanics and Foundation Division, ASCE, Vol. 98, No. 
11 
217 
SM4, Proc. Paper, 399-422, April, 1972 . 
- LUCO, J.E.; HADJIAN, A.H. . "Two'-Dimensional Approxima-
tions to the Three-Dimensional Soil-Structure Inter-
action Problem" - Nuclear Engineering and Design,Vol. 
31, 195-203, 1974. 
12 - SCAVUZZO, R.J.; RAFTOPOULOS, D.D. - "A Review of. Soil -
Structure. Interaction Effects in the Seismic Analy-
sis of Nuclear Power Plants'' - .Nuclear Engineéring 
and Design, Vol. 28, 400-413, 1974. 
13 - CONSTANTINO, C.J.; MILLER, C.A. - "Soil-Structure Interac 
tion Parameters from Finite Element Analysis" - Nu-
clear Engineering and Design, Vol. 38, 289-302, 1976. 
14 - WOLF, J.P. - "Soil-Structure Interaction with Separation 
of Base Mat from Soil'' - Nuclear Engineering and De-
sign, Vol. 38, No. 2, 357-384, August, 1976. 
15 - LYSMER, J.; UDAKA, T.; TSAI, E.; CHAN and SEED, H.B. 
"Flush - A Computer Program for Approximate 3-D Ana 
lysis of Soil-Structure Interaction Problems" - U.S. 
Department of Commerce, National Technical Informa-
tion Service, PB-259332. 
16 - LEE, T.H.; WESLEY, D.A. - "Soil-Structure Interaction of 
Nuclear Reactór Structures Considering Through.:. Soil 
Coupling Between Adjacent Structures" - Nuclear Engi_ 
neering and Design, Vol. 24, 374-387, 1973. 
218 
BIBLIOGRAFIA - CAPITULO VI 
1 - NAHAVANDI, A.N.; BOHM, G.J.; PEDRIDO, R.R. - "Structural 
Compatible Fluid Finite Element for Solid-Fluid Inte 
raction Studies" - Nuclear Engineering and Design 
Vol. 35, 335-347, 1975. 
2 - SAINT, S. S. ; BETTESS, P. ; Z IENKIEWICZ, O. C. - "Coupled Hy-
drodynamic Response of Concrete Gravity Dams Using 
Finite an:d,.Infinite Elements" - Earthquake Engineering 
and Structural Dynamics, Vol. 6, 363-374, 1978. 
3 - CHAKRABARTI, P.; CHOPRA, A.K. - "Earthquake Response of 
Gravity Dams Including Reservoir Interaction Effects" 
- Report No. EERC 72-6, Univ. of California,Berkeley 
October, 1973. 
4 - LIAW, C. Y. ; CHOPRA, A. K. - "Earthquake Response of Axis~ 
metric Tower Structures Surrounded by Water" - Report 
No. EERC 73-25, Univ. of California, Berkeley, Octo-
ber, 1973. 
5 - BINDER, R.C. - "Flúid Mechanics" - Frentice Hall of India 
1964. 
6 - FEGHALI, J.P. - "Mecânica dos Fluidos" - Dinâmica Vol. 2, 
Livros Técnicos e Científicos Editora S.A., 1974. 
7 - LIAW, C. Y. ; CHOPRA, A. K. - "Dynamics of Tow:ers Surrounded 
.by Water" - Earthquake Engineering and Structural Dy 
namics, Vol. 3, 33-49, 1974. 
8 - LIAW, C.Y.; CHOPRA, A.K. - Earthquake Analysis of Axisym-
metric Towers Partially Submerged in Water" - Earth-
quake Engineering and Structural Dynamics, Vol. 233-
248, 1975. 
9 - CHAKRABARTI, P.; CHOPRA, A.K. - "Earthquake Analysis of 
Gravity Dams Including Hydrodynamics Interaction" 
Earthquake Engineering and Structural Dynamics, Vol. 
2, 143-160, 1973. 
219 
BIBLIOGRAFIA - CAPITULO VII 
1 - NAGARAJAN, S.; POPOV, E.P. - "Elastic-Plastic Dynamic An~ 
2 
lysis of Axisymmetric Solids" - Computer & Structu-
res, Vol. 4, 1117-1134, 1974. 
- DONEA, J.; GIULIANI, S.; HALLEUX, J.P. '.'Prédiction of 
the Nonlinear Dynamic Response of Structural compo-
nents Using Finite Elements" Nuclear Engineering 
and Design, Vol. 37, 95-114, 1976. 
3 - MA, S.M.; BATHE, K.J. - "On Finite Element Analysis of Pi_ 
pe Whip Problems" - Nuclear Engineering and Design, 
Vol. 37, 413-430, 1976. 
4 - ZIENKIEWICZ, o.e.; NORRIS, V.A.; WINNICKI, L.A.; NAYLOR, 
D.J.; LEWIS, R.W. - "A Unifield Approach to the Soil 
Mechanics Problems of Offshore Foundations" - Numeri 
cal Methods in Offshore Engineering, Edited by Zien-
kiewicz, O.C.; Lewis, R.W. Stagg, K.G., John Wiley & 
Sons, 1978. 
5 - ANDERSEN, K.H.; HANSTEEN, O.E.; HOEG, K.; PREVOST, J.H. -
"Sóil Deformations Dueto Cyclic Loads on Offshore 
Structures" - Numerical Methods in Offshore Enginee~ 
ing, Edited by Zienkiewicz, O.C.; Lewis, R.W. ;Stagg, 
K.G.; John Wiley & Sons, 1978. 
6 - BATHE, K.J.; WILSON, E.L.; .. 'IDING, R. - "-NONSAP -A Struc 
tural Analysis Program for Static and Dynamic Respo~ 
se of Nonlinear System" - Report No. UCSESM74-3, D~ 
partment of Civil Engineering , University of Cali-
fornia, Berkeley, 1974. 
7 - NAGARAJAN, S.; POPOV, E.P. - "Non-Linear Fiiüte Element 
Dynamic Analysis of Axisymmetric Solids" - Earthqua-
que Engineering and Structural Dynamics, Vol. 3, 385 
-399, 1975. 
